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研究成果の概要（和文）：代表的な逆問題である逆散乱問題を対象として，問題の数値的不安定性ゆえに計算誤
差が増大して数値計算が破綻するような問題に対しても，高精度かつ高信頼な数値計算が可能であることを示し
た．また，この高精度計算を実現するために必要な多倍長計算環境を，科学・技術分野で広く利用される商用ソ
フトウエアMATLABで利用可能とした．得られた環境では，そこで公式に提供されるVPAに比して高速な計算を実
現した．

研究成果の概要（英文）：We showed reliable and high-accurate numerical computations to inverse 
scattering problem which was known as a typical ill-posed problems in the sense of Hadamard. 
High-accurate discretization methods play an essential role in our method, and particularly 
multiple-precision arithmetic is required to reduce rounding errors. We also developed 
multiple-precision arithmetic environment on MATLAB which was widely used in scientific and 
engineering computation. The environment is faster than the official multiple-precision arithmetic 
environment VPA.

研究分野：数値解析学
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１．研究開始当初の背景 
 
逆問題は，非破壊検査や医用断層撮影などに
現れ，安全・安心な生活につながる問題であ
る．しかしながら，これらの数理モデルは
Hadamard の意味で非適切(ill-posed)とよば
れる性質をもつ．特に数値計算などで具体的
に解を再構成するうえで安定性の欠落が深
刻であり，計算で混入する種々の誤差が計算
過程で急激に増大して計算結果が意味をな
さなくなることが知られている．従来は
Tikhonov の方法に代表される正則化法を適
用してある位相で安定化した問題を解くこ
とが一般的であったが，解の不連続性など，
応用上で重要な情報もなまされてしまうた
め，高精度な再構成は困難とされてきた．  
関数方程式の数値計算は，その離散化から始
まる．代表的な離散化手法に差分法や有限要
素法が挙げられ，そこでは微分作用素を差分
で近似したり，関数空間を有限次元の関数空
間で近似するが，これにより離散化誤差とよ
ばれる誤差が混入する．これら差分法や有限
要素法は汎用的であるものの特別に高精度
な近似とはいえず，不安定な問題を近似する
には不十分であり，問題に応じて適切な離散
化が必要となる．一方，これで得られる離散
スキームは本質的に実数の演算で記述され
るが，電子計算機上ではこれら実数の表現と
演算は 1985 年に定められた IEEE754 にし
たがって扱われる．科学・技術計算で標準的
にもちいられる IEEE754 倍精度では実数は
10 進で約 15 桁の精度の浮動小数点演算で近
似され，丸め誤差が混入する．Hadamard の
意味で適切な問題は，多くの場合，自然な位
相で安定であり，丸め誤差は増大したとして
も大きな問題とはならず，したがってこの丸
め誤差が数値解析の議論の中心的話題とな
ることはほとんどなかった．一方，本研究で
対象とする逆問題ではその不安定性のため
に丸め誤差への対処も不可欠である．これに
対しては，浮動小数点数の小数部分の精度を
向上させる多倍長計算が有効であり，代表者
らの先行研究により 64 ビット計算機アーキ
テクチャおよびプログラミング言語 C++，
FORTRAN のもとで高速に動作する独自の
多倍長計算環境 exflib が構築され，分散メモ
リ並列計算 MPI などによる大規模問題の計
算を実現してきた．しかしながら近年の計算
環境の向上は目覚ましく，得にマルチコア
CPU で一般的となってきた共有メモリ並列
計算や，グラフ描画機能を統合するようなプ
ログラミング環境への対応が望まれていた． 
 
２．研究の目的 
 
本研究の目的は，代表的な逆問題である逆散
乱問題に対して，理論面および計算環境の改
善により高精度かつ信頼性の高い数値解を
構成する手法を確立し，数値的に不安定な問
題の数値計算に対して数値解析学の視点か

ら新たな知見を得ることである．このために，
(1)典型的な非適切問題である，なめらかな核
をもつ Fredholm 型の第一種積分方程式に対
し，正則化法を経ない直接数値計算をおこな
い，その信頼性の意味を与えること，(2)この
ような高精度数値計算を一般的な計算環境
で実現するためのソフトウエアパッケージ
を構築すること，のふたつを達成するために
研究に取り組んだ． 
 
３．研究の方法 
 
代表者らは先行研究で，高精度離散化と多倍
長計算の併用により，計算に含まれる誤差を
可能な限り除去する計算手法を実現し，数値
的不安定を有する問題に対しても，正則化法
を適用することなく，直接計算によって高精
度な計算結果を構成してきた．本研究でもこ
の方針に従い，(1)理論面，(2)計算機アーキテ
クチャの両面から研究を推進した．まず(1)
について，逆散乱問題に対しては数多くの研
究があるが，広く知られているもののひとつ
である Colton-Kress の著書(1998)の定式化
にしたがう．そこに現れるなめらかな核を持
つ積分作用素は，自然な位相でコンパクト作
用素となるため有界な逆作用素を持ちえず，
逆散乱問題の非適切性の大半が集約されて
いる．この第一種積分方程式を対象として数
値解法の信頼性の検証に取り組んだ．次に(2)
について，先行研究において設計・実装した
多倍長計算環境 exflib を OpenMP に対応さ
せる．さらに種々の分野の数値計算で広く利
用されるようになった MathWorks 社製の統
合計算環境 MATLAB で exflib を利用可能と
する． 
 
４．研究成果 
 
本研究期間内において，以下の結果を得た． 
 
(1)仮想ポテンシャルの信頼性の確認手法の
確立．本研究で扱う 2 次元の逆散乱問題は，
位置と形状が不明な散乱体の存在する場に
平面波を入力し，その遠方での散乱波で観測
して散乱体の位置と形状を決定するもので
ある．このアルゴリズムは，まず単位円周上
での第一種積分方程式を解いて仮想ポテン
シャルを求め，それをもちいて別の積分の零
等高線として散乱体の境界が得られる．この
前半の第一種積分方程式を，Colton-Kress の
著書に従って境界要素法で離散化し，exflib
で 10 進数百桁の精度で数値計算をおこなう
と，仮想ポテンシャルとして激しく振動する
数値解が得られる．この振動は一見すると数
値計算の破綻を想起させるが，これをもちい
て未知の散乱体を再構成すると，極めて高精
度に位置と形状が得られる．境界要素法と多
倍長計算による高精度計算のため，この過程
では計算誤差を抑制するための正則化法を
もちいる必要はなく，第一種積分方程式の解



の構造を直接的かつ数値的な解析が可能と
なる．そこで仮想ポテンシャルに対応する数
値解を円周上で数値積分したところ，分割数
の増大とともに一定の値に収束していく様
子が見られた．また，散乱体の形状や平面波
の入射方向を変化させることで，この積分値
も変化したため，この値は問題に固有の値で
あることもわかった．数学解析の理論の視点
からは，超関数の立場では仮想ポテンシャル
の単位円周上での積分値が一定の値に収束
することは自然であり，数値計算結果と理論
の両者が対応していることがわかった．一方，
同じ計算を IEEE754 倍精度でおこなうと計
算が破綻するため，多倍長計算の有効性も示
された． 
(2) 単位球面上の高精度数値積分則の構成．
本研究は 2次元の逆散乱問題を対象としたた
め，第一種積分方程式は単位円周上での積分
となり，複合台形則が高精度数値積分をあた
えることが知られている．一方 3 次元では，
積分方程式は単位球面上で設定されること
になるため，高精度な仮想ポテンシャルを構
成するには単位球面上の高精度数値積分則
が必要と考えられる．そこで 3 次元の逆散乱
問題の数値計算を視野にいれて，そこで必要
と考えられる単位球面上の高精度数値積分
則を構成した．単位球面上の積分を標準的な
極座標(緯度と経度方向の変数)による二重積
分で表し，緯度方向に Gauss-Legendre 則を，
経度方向に複合台形則をもちいることで高
精度が達成できるが，この手法では極付近に
標本点が局在し，情報量に無駄が生じる．こ
れに対し，Sobolev による正多面体群の作用
について不変な高精度数値積分則(1962)が標
本点の局在もなく積分方程式に適すると考
え，数値計算によって標本点と重みを求めた．
その結果，70,80,90 次といった高次の球面調
和関数までをすべて厳密に積分可能かつ正
二十面体回転群で不変な積分則の構成に成
功した．特に次数が高い場合，球面調和関数
の激しい振動からくる桁落ちを防ぐために
exflib による多倍長計算が有効であった．得
られた数値積分則では，Gauss-Legendre 則
と複合台形則を組み合わせる場合のような
標本点の極端な局在は見られず，標本点は球
面上に一様に配置された．また標本点数が同
程度ならば，球面上のなめらかな関数に対し
て，本研究で構成した積分則のほうがより高
精度な積分値を与えた．これは 3 次元での逆
散乱問題の高精度直接数値計算の可能性を
示唆するものである． 
(3) 高速多倍長計算環境 exflibのOpenMP共
有メモリ並列計算への対応．Exflib の四則演
算は OpenMP にも対応していたが，三角関
数や指数・対数関数などの組み込み関数は対
応していなかった．この理由は，exflib では
組み込み関数の高速化のために予めワーキ
ングメモリをグローバル変数として確保し
て利用しており，これが OpenMP では共有
メモリとして扱われ，複数のスレッドが同じ

メモリ領域に書き込むためである．この問題
に対し，複数スレッド実行時のワーキングメ
モリ領域の利用を再設計し，OpenMP での動
作を実現した．特に OpenMP は近年一般的
となっているマルチコア CPU 上で C++言語
や FORTRAN で標準的に実行できるため，
本成果は exflib をもちいた並列計算の高速化
の普及に寄与すると期待される． 
(4) MATLAB上での exflibによる高精度計算
の実現．独自に設計と実装をおこなっている
exflib は，高速計算のため，演算の中心部で
C 言語や FORTRAN では提供されない CPU
に固有な命令をもちいる．そのためアセンブ
リ言語で記述されている部分が多く，そのま
ま MATLAB のコードに移植することは困難
であった．そこでアセンブリ言語で実装され
たものも含めて exflib 内のメソッドを
MATLAB から利用するための MATLAB 
Executable (MEX)ファイルを実装するとと
もに，これらを MATLAB の組み込み型と同
様の式の記述で呼び出すためのクラスを設
計した．この結果，MATLAB 上でのプログ
ラミングにより多倍長計算 exflib の利用が可
能となった．本環境は 64 ビットの Windows, 
MacOSX, Linux 上の MATLAB で動作して
いる．また MathWorks 社は MATLAB のパ
ッケージSymbolic Math Toolboxの一部とし
て 多 倍 長 計 算 環 境 Variable Precision 
Arithmetic (VPA)を提供しているが，本環境
と VPA とで連立一次方程式の求解に必要な
計算時間を比較したところ，10 進 100 桁か
ら 500 桁，未知数が 1000 個以下の範囲で，
約 3 倍以上の高速化を実現した．一方で，C++
言語から exflib を利用する場合と本インター
フェースをもちいる場合とでは，後者が 2 倍
から 3 倍程度の計算時間を要しており，さら
なる改善の必要性がみられた．また実際に
MATLAB の経験の豊富な研究者に利用して
もらうとともに，国内外の学生を対象とした
講習会で利用し，そこでの意見をフィードバ
ックして改良を加え，利用しやすいものとし
た．本環境は後述の URL において公開して
おり自由にダウンロードと利用が可能であ
る． 
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