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研究成果の概要（和文）：1つ目の研究成果は特異値分解アルゴリズムI-SVDの高精度化である。具体的には、特
異値を求めるためにdLVsアルゴリズムを、特異ベクトルを求めるために分割型ツイスト分解法を新たに考案し
た。2つ目の研究成果は帯行列の固有値に収束するような力学系を導いたことである。離散ハングリー可積分系
については解表現とその漸近挙動を徹底的に調べた。新たに5重対角行列の固有値が求められるアルゴリズムも
定式化した。3つ目の研究成果は離散ハングリー可積分系と拡張型フィボナッチ数列および多項式の根を関連付
け、逆固有値問題に対する解法まで発展させたことである。また、min-plus代数において新しい固有多項式を提
案した。

研究成果の概要（英文）：One of the results is to improve the I-SVD algorithm for computing singular 
value decompositions of bidiagonal matrices with higher accuracy. The new I-SVD algorithm employs 
the proposed dLVs algorithm for singular values and the proposed divided Twisted factorization 
method for singular vectors. The second is to investigate the convergence of solutions to dynamical 
systems to eigenvalues of various band matrices. Solution expressions of the discrete hungry 
integrable systems and their asymptotic convergence are thoroughly clarified. A new algorithm for 
computing eigenvalues of pentadiagonal matrices is also designed. The third is to find relationships
 among the discrete hungry integrable systems, extended Fibonacci sequences and roots of 
polynomials, and then develop them in constructing band matrices with prescribed eigenvalues. New 
characteristic polynomials of matrices are also presented over min-plus algebra.

研究分野：行列の固有値問題および逆固有値問題、離散可積分系

キーワード： 行列の相似変形　dLVsアルゴリズム　分割型ツイスト分解法　離散ハングリー可積分系　行列の帯構造
　フィボナッチ数列　逆固有値問題　min-plus固有多項式
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１．研究開始当初の背景 
 上 2重対角行列の特異値分解が高速に求
められる I-SVD (Integrable-Singular 
Value Decomposition)アルゴリズムは、LV 
(Lotka-Volterra)系の時間変数が離散化さ
れた可積分系である dLV (discrete LV)系か
ら誕生した純国産アルゴリズムである。具体
的には、mdLVs (modified dLV with shift)
アルゴリズムを用いて上2重対角行列の特異
値が、dLV 型ツイスト分解法を用いて上 2 重
対角行列の特異ベクトルが求められる。
mdLVs アルゴリズムは dLV 系から導かれる
dLV アルゴリズムに対して原点シフトを導入
した高速版アルゴリズムである。mdLVs アル
ゴリズムは文字通りdLV系に修正を加えた上
で原点シフトを導入したアルゴリズムであ
り、dLV アルゴリズムに対して直接的な原点
シフトには成功していない。また、dLV 型ツ
イスト分解法では上2重対角行列が近接特異
値をもつ場合は高精度に特異ベクトルを求
めるのは難しい。 
 もともと LV系は生物種ごとに 1,2, ... と
番号を振り、生物種 1 が生物種 2、生物種 2
が生物種 3、 ... を捕食する状況を記述した
時間変数が連続な力学系である．M. Chu の研
究成果によると、連続な LV 系は上 2 重対角
行列の特異値分解に係わる相似変形と関連
付けられる。LV 系を拡張した可積分系として、
捕食できる生物種を複数にした hLV (hungry 
LV)系がある。研究代表者らのこれまでの研
究において、hLV 系の離散時間版である dhLV 
(discrete hLV)系が全非負行列の相似変形と
関連付けられ、全非負行列(すべての小行列
式が非負である行列)の固有値を求めるため
の dhLV アルゴリズムが定式化された。hLV 系
はハングリー可積分系の 1 つであるが、hLV
系以外のハングリー可積分系とそれらの離
散時間版が全非負行列の相似変形と関連付
けられた研究は断片的である。また、3 重対
角行列以外の帯行列に対する相似変形につ
いては、可積分系のみならず力学系の視点か
ら捉えられた研究は皆無である。 
 研究代表者らのこれまでの研究では、dLV
系と有名なフィボナッチ数列の結び付きを
明らかにした。フィボナッチ数列が多項式の
根と対応付けられた研究はあるが、dLV 系が
多項式の根と直接的に関連付けられてはい
ない。また、dLV 系の拡張版である dhLV 系と
フィボナッチ数列の結び付きについては調
べられていない。もちろん、dhLV 系と多項式
の根の結び付きについても未解明である。 
 
２．研究の目的 
研究の目的は次の 3種類に分類される。 
 
① I-SVD アルゴリズムの改良： 
 I-SVD アルゴリズムでは、高速化のために
原点シフトが組み込まれたmdLVsアルゴリズ
ムを用いて上2重対角行列の特異値が求めら
れるが、dLV アルゴリズムを修正することな

く直接的に原点シフトを組み込んだ新しい
アルゴリズムを定式化する。 
 また、どのような上 2重対角行列の特異ベ
クトルでもdLV型ツイスト分解法を用いて精
度よく求まるような工夫を考案する。 
 
② 帯行列の相似変形を与える力学系の導出
と固有値計算アルゴリズムの定式化： 
 離散ハングリー可積分系が係わる全非負
行列の相似変形および固有値計算アルゴリ
ズムについて徹底的に整理する。 
 また、全非負行列に限定しない帯行列の相
似変形に係わる力学系を導き、その離散化を
通じて帯行列の固有値計算アルゴリズムを
定式化する。 
 
③ 離散ハングリー可積分系が結び付くフィ
ボナッチ数列と多項式の解明： 
 離散ハングリー可積分系とフィボナッチ
数列の結び付きを明らかにする。 
 また、離散ハングリー可積分系(dLV 系を含
む)を多項式の根と関連付ける。 
 
３．研究の方法 
研究の方法は次の 3種類に分類される。 
 
① I-SVD アルゴリズムの改良： 
 dLVアルゴリズムをLR変換の視点から再考
することで、mdLVs アルゴリズムとは異なる
dLV アルゴリズムに直接的に原点シフトを導
入したアルゴリズムを定式化する。dLV アル
ゴリズムには任意パラメータが含まれるが、
この任意パラメータに原点シフトの役割を
担わせるようにアルゴリズムを設計する。 
 dLV型ツイスト分解法の実行直前にcyclic 
reduction を施すことを検討する。もともと
cyclic reduction は連立 1次方程式の係数行
列を変形する方法であるが、上 2重対角行列
の特異ベクトル計算を複数の小問題に分割
できる。cyclic reduction を用いることで不
具合が生じないか調べることから始める。 
 
② 帯行列の相似変形を与える力学系の導出
と固有値計算アルゴリズムの定式化： 
 離散ハングリー可積分系の解表現とその
漸近展開について徹底的に調べ、離散ハング
リー可積分系に基づくアルゴリズムに係わ
る理論を確立する。 
 また、3重対角行列の相似変形に関する M. 
Chu の発想を拡張させて帯行列の相似変形に
係わる力学系を導き、得られた力学系をうま
く離散化することで帯行列の固有値計算ア
ルゴリズムを定式化する。 
 
③ 離散ハングリー可積分系が結び付くフィ
ボナッチ数列と多項式の解明： 
 dLV 系とフィボナッチ数列の結び付きを参
考にして、離散ハングリー可積分系に内在す
るフィボナッチ数列を見出す。ここで、フィ
ボナッチ数列は有名なフィボナッチ数列に



限定せず、柔軟に拡張させたフィボナッチ数
列を考える。 
 また、数列の視点から離散ハングリー可積
分系と多項式の根を捉え、数列を介して離散
ハングリー可積分系と多項式の根を関連付
ける。 
 
４．研究成果 
発表論文 8件、投稿中および投稿準備中論文
9 件であり、計画段階の予想を上回る研究成
果が得られた。研究成果の内容については次
の 3種類に分類される。 
 
① I-SVD アルゴリズムの改良： 
 dLV アルゴリズムの収束を加速させるため
に原点シフトを導入した dLV with shift 
(dLVs)アルゴリズムを定式化した。dLVs アル
ゴリズムは mdLVs アルゴリズムと異なり dLV
アルゴリズムに対して直接的な原点シフト
導入に成功したアルゴリズムである。dLVs ア
ルゴリズムにおける原点シフト導入は自然
であるため、mdLVs アルゴリズムと比べると
dLVs アルゴリズムは演算量が減少した。 
 cyclic reduction を繰り返すたびに 3重対
角行列の条件数は低下することを証明した。
対象がブロック3重対角行列の場合でも同様
の条件数低下が発生することも明らかにし
た。これは、前処理で cyclic reduction を
施しても特異ベクトル計算は難化しないこ
とを意味する。cyclic reduction を用いて特
異ベクトル計算を複数の小問題に分割し、
個々の小問題に対してツイスト分解法を適
用するアルゴリズムを定式化した。従来のツ
イスト分解法よりも精度よく特異ベクトル
が求まることを数値実験で確認した。 
 
② 帯行列の相似変形を与える力学系の導出
と固有値計算アルゴリズムの定式化： 
 任意の整数nに対して対称(2n+1)重対角行
列の相似変形を与える力学系についても明
らかにした。得られた力学系に対する離散化
から対称5重対角行列の固有値を求めるため
のアルゴリズムの定式化にも成功した。この
研究成果については日本応用数理学会 2015
年度年会において最優秀ポスター賞を受賞
するなど高く評価された。 
 また、全非負行列の相似変形に係わる離散
ハングリー可積分系の解表現とその漸近挙
動について網羅的に調べた。任意パラメータ
を含む非自励な離散ハングリー可積分系か
らは全非負行列の固有値を求めるための原
点シフト付きアルゴリズムが導かれるが、こ
のアルゴリズムの収束次数は実用レベルの
弱 2次であることも示した。さらに、離散ハ
ングリー可積分系に基づくアルゴリズムは
例えば M—行列(すべての非対角成分が負かつ
すべての首座小行列式が正である行列)のよ
うな固有値も求められることも明らかにし
た。 
 

③ 離散ハングリー可積分系が結び付くフィ
ボナッチ数列と多項式の解明： 
 dhLV 系の解表現から dhLV 系が潜在的に拡
張型フィボナッチ数列を保つような数理構
造をもつことを見出した。この研究成果は日
本応用数理学会 2014 年度年会において優秀
ポスター賞を受賞するなど高く評価された。 
 また、数列の視点から離散ハングリー可積
分系を捉え、離散ハングリー可積分系と多項
式の根を結び付けることに成功した。この研
究成果を応用して行列の逆固有値問題を解
くためのアルゴリズムの定式化まで発展さ
せた。多項式を行列の固有多項式と見なすこ
とで多項式の根は行列の固有値と対応付け
られるため、離散ハングリー可積分系を活用
すれば望みの固有値をもつ行列が作成でき
るという研究成果である。 
 さらに、線形代数に留まらず、Min-Plus 代
数における新しい固有多項式の定義など、予
想以上の研究成果が得られた。 
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