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研究成果の概要（和文）：10次元弦理論は非摂動論的には11次元M理論に持ち上がるが、M理論は謎に包まれてい
る。M理論のM2ブレーンを記述する場の理論は近年アハロニー-バーグマン-ジャフェリス-マルダセナ(ABJM)によ
り提唱され、超対称理論の局所化を経て、分配関数や超対称ウィルソンループ演算子の一点関数が行列模型に帰
着された。研究代表者らの先行研究によりABJM行列模型の性質が多く解明された。本研究では、ABJM行列模型の
一般化を調べ、M2ブレーンを特徴付ける多くの興味深い関係式を得た。代表的な成果として、ABJM行列模型の可
積分性、曲線の量子化、開弦閉弦双対性、オリエンティフォルド射影とカイラル射影の対応がある。

研究成果の概要（英文）：M-theory is a mysterious 11-dimensional theory which is considered to unify 
all perturbative 10-dimensional string theories non-perturbatively. The field theory that describes 
the worldvolume of multiple M2-branes is recently identified by Aharony, Bergman, Jafferis and 
Maldacena. After applying the localization technique for supersymmetric correlators, the partition 
function and one-point functions of the supersymmetric Wilson loops are reduced to matrix models. 
The ABJM matrix model was studied extensively in previous works. Here through the generalization of 
the matrix model we find many interesting relations characterizing the M2-brane physics. Our results
 include integrability, the open/closed duality, the correspondence between quantum curves and 
generalizations of the ABJM matrix model, and the relation between the orientifold projection of the
 matrix model and the chiral projection of the associated quantum mechanics.

研究分野： 弦理論

キーワード： M理論　チャーン・サイモンズ理論　行列模型　可積分階層　量子曲線
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研究成果の学術的意義や社会的意義
11次元M理論は10次元弦理論を統一すると期待されているが、これまでM理論に関する知見は少なかった。本研究
では、ABJM行列模型とその拡張模型の研究を通じて、M2ブレーンに関する理解を大きく深めた。特にABJM行列模
型とその拡張模型の間に存在するさまざまな関係式はM理論の豊かな数理構造を示唆しており、最終的にM2ブレ
ーンの超対称性を保つさまざまな背景幾何をまとめた「M理論の地図」に例外群と可積分性から生成される対称
性が作用していることがわかる。この対称性の構造を通じて謎に包まれたM理論が解明され、M理論が精密に定式
化されることが期待される。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 
 10 次元弦理論の非摂動論的な効果を理解する上で、11 次元 M理論が有用だと考えら
れているが、残念ながら M理論に関する知識が乏しい。M理論には時空 3次元に拡が
る M2 ブレーンと時空 6次元に拡がる M5ブレーンの 2種類のブレーンがあり、その世
界体積理論は長らく不明だった。近年アハロニー-バーグマン-ジャフェリス-マルダセ
ナ(ABJM)の 4 氏より、複数枚の M2ブレーンを記述する場の理論は超共形対称チャー
ン・サイモンズ理論であることが提唱され、この理論を用いて M2ブレーンを調べる研
究動向がある。 
研究代表者らの先行研究により、最大超対称性 N=6 をもつ ABJM 理論の分配関数が

詳しく調べられ、さまざまな興味深い振舞いが発見されていた。摂動部分では、膜の
枚数が大きい極限で自由エネルギーが 3/2 乘則に従うが、分配関数のすべての摂動補
正が足し上げられ、エアリー関数になることがわかった。非摂動部分には、弦と膜の
2種類のインスタントン効果があり、それぞれの係数は特別な結合定数で発散するが、
2種類の発散は互いに相殺する。また、非摂動部分は精密化された位相的弦理論の自
由エネルギーを用いて記述される。 
 
２．研究の目的 
 
これまで最大超対称性（N=6）をもつ ABJM 理論に関して詳しく調べられてきたが、

一般的な M2 ブレーンの特性を理解するために、本研究では、特別な理論ではなく、よ
り超対称性が低いさまざまな拡張をみていく。特に ABJM 理論のゲージ群 U(N1) × U(N2)
と物質が融合され、背後にユニタリ超群 U(N1|N2)のゲージ群の構造があると考えられ
ているが、このユニタリ超群を OSp 超群（直交斜交超群）に置き換える拡張（N=5）が
ある。また、クイバー図を用いれば、ABJM 理論はアファイン A1ディンキン図形を用
いて特徴付けられるが、このクイバー図を他のアファイン ADE ディンキン図形に置き
換える拡張（N=3）が考えられる。これらの ABJM 理論の拡張理論を用いて、M2 ブレー
ンの特性を理解することが本研究の目的である。 
 
３．研究の方法 
 
ABJM 理論の分配関数や超対称性を半分保つウィルソンループの真空期待値は、超対

称相関関数の局所化技術を用いれば、無限次元の経路積分が有限次元の行列積分に帰
着され、ABJM 行列模型とよばれる。また、この行列模型の分配関数を調べる上で、行
列模型の分配関数をフェルミオンの分配関数に書き換えるフェルミガス形式が有用で
ある。そのため、研究の最初の段階は、局所化技術により得られたさまざまな理論の
行列模型に対してフェルミガス形式を構築することである。次にこれらのフェルミガ
ス形式に対して、WKB 展開や厳密値による数値解析を行う。最後に得られたインスン
タントン効果に対して精密化された位相的弦理論を用いたわかりやすい解釈を与える。
また他には、さまざまな行列式公式や留数積分公式を用いて、ABJM 行列模型の超対称
ウィルソンループの真空期待値の間に成り立つ関係式を見つける、という研究方法も
用いる。これにより M2ブレーンの特性の全体像が得られると考えている。 
 
４．研究成果 
 
繰り返し円形クイバー図は ABJM 理論の特別なオービフォルドに対応しており、解析

が特に簡単である。[18]において繰り返し円形クイバー図の解析方法を確立させ、イ
ンスタントン効果を含めた展開形は繰り返しを考える前の理論から簡単に導けること
がわかった。 
より一般的な円形クイバー図に対しては[17,16]で詳しく調べ、[15]において特別な

クイバー図について調べたが、後にみるようにこれらの成果が研究を非常に大きく発
展させていく。 



円形クイバー図はアファイン A型ディンキン図形と同等であるが、アファイン ADE
型ディンキン図形への拡張が興味深い。これまでのフェルミガス形式を拡張させるこ
とにより、[14]においてアファイン D型ディンキン図形のフェルミガス形式を確立さ
せることができた。[13]において日本物理学会の PTEP 論文雑誌の特集号で招待論文の
執筆依頼を受け、これまでの研究成果をまとめた。 
[12]では研究の方向性を少し変えて、ユニタリ超群を OSp 超群（直交斜交超群）に

拡張した。直交群や斜交群は弦理論においてオリエンティフォルド射影の導入に対応
するが、[11,10]において OSp 超群をゲージ群に持つチャーン・サイモンズ行列模型の
フェルミガス形式は、密度行列演算子にカイラル射影を施すことにより得られること
を示した。 
チャーン・サイモンズ行列模型のフェルミガス形式では、大分配関数を密度行列演

算子のフレドホルム行列式で表しているが、チャーン・サイモンズ行列模型に対して
ランク変形をすると、その行列模型に対して、フレドホルム行列式を別の行列式で補
正する開弦形式という解析方法と、密度行列演算子そのものを変形する閉弦形式とい
う解析方法がある。 
研究代表者らの先行研究で得られた開弦形式は非常に示唆的な形をしており、[9] 

においてこのような形からシュア多項式が満たすのと同じジャンベリ関係式を満たす
ことを証明することができた。マクドナルドの対称多項式の拡張によれば、ジャンベ
リ関係式はヤコビ・トゥルディ関係式から導かれ、このヤコビ・トゥルディ関係式は
余分な整数に依存する。ABJM 行列模型に対して成り立つジャンベリ関係式も同様にヤ
コビ・トゥルディ関係式に持ち上がるか、またもし持ち上がるならその余分な整数は
何か、ということが疑問に思われた。これに対して[4]で、余分な整数はフラクショナ
ルブレーンの枚数であるという明確な物理的な回答を得ることができた。ジャンベリ
関係式やヤコビ・トゥルディ関係式は背後に可積分性があることを示唆している。こ
の構造はさらに ABJM 行列模型の二点関数[3]に拡張され、それが二次元戸田格子可積
分階層と同じ可積分性を満たすことが示された[1]。 
また、閉弦形式では、留数積分の積分路の変形により、超対称ウィルソンループの

真空期待値の間にある関係式を証明することができた[7]。これは、開弦の自由度を表
すウィルソンループと閉弦の自由度を表すフラクショナルブレーンが互いに双対であ
ると解釈される。 
さらに、ABJM 行列模型の円形クイバー図への拡張[15]において、ランク変形[6]を詳

しく調べていくと、背後にある例外群の対称性[5]が明らかになり、最終的に曲線の量
子化の概念に到達する[2]。これにより行列模型を高い見地から捉えることができ、こ
の先の曲線の量子化の研究に繋がっていく。 
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