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研究成果の概要（和文）：　非整数Fokker-Planck方程式に対する変分原理の定式化を行なった。作用積分の構
成に際し、確率分布の規格化条件と補助場のゲージ変換構造との関係を明らかにした。
　更に、正準理論を構築し、非整数Fokker-Planck方程式をLiouville方程式として表現した。この際、非整数
Fokker-Planck方程式の時間的非局所性に付随して、ふたつの異なるハミルトニアンが存在するという問題が生
じた。これに関して、非同時刻Poisson-Dirac括弧関係をたてることにより、両者が同一の時間発展を生成する
ことを証明した。

研究成果の概要（英文）： The variational principle has been formulated for the fractional 
Fokker-Planck equation. In the construction of the action integral, the relation has been revealed 
between the constraint on the normalization condition on a probability distribution and a 
gauge-theoretic structure associated with the auxiliary field introduced in the action integral.
 In addition, the canonical theory has been constructed, and the fractional Fokker-Planck equation 
has been recast into the form of the Liouville equation. There, a novel problem concerning the 
presence of two different Hamiltonians has appeared. Regarding this point, the non-equal-time 
Poisson-Dirac bracket relations have been set up, and, based on them, it has been shown that the two
 different Hamiltonians actually generate identical time evolution.
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１．研究開始当初の背景 
	 Montroll と Weiss によって提唱された連続

時間ランダムウォークの概念は、ベキ則的待

ち時間分布や Lévy フライトの観測・発見を

とおして再び現代物理学の問題となった。特

に、多くの複雑系に見られる異常拡散やそれ

に伴う非自明なスケーリング現象を記述す

る非整数運動学は、拡張された確率過程・異

常輸送現象をもつ半導体やナノ系・カオス力

学系・フラクタル・無秩序系などとの関連に

おいて盛んに議論されている。 

	 研究開始当初、報告者は非整数 Fokker- 

Planck方程式の新しい解析方法として、変分

原理を発展させる段階にあった。この研究の

意義は明白であった。変分原理によって、方

程式の近似的解析解が得られることにより、

系の種々の物理的側面に対してコヒーレン

トな理解を獲得することが可能になるから

である。 
 
２．研究の目的 
	 報告者の研究目的は、時空的非整数

Fokker-Planck 方程式に対する時間依存変分

原理を更に発展させること、および異常拡散

現象の一層の理解を目指してより包括的な

アプローチを展開することであった。 

	 特に、時間反転不変性をもたない運動学的

方程式に対する変分原理の構成は、変数の空

間の拡大（補助場の導入）を含む、理論的な

問題を含んでいる。また、時間的境界条件（初

期条件および終条件）と変分原理の整合性、

および確率分布の規格化条件に関連する「補

助場のゲージ変換構造」を明らかにする必要

があった。 

	 更に、これを機会に、実在の複雑系が呈す

る異常拡散現象の解析の研究にも取り組む

ことも目的の一つとなっていた。 
 
３．研究の方法 
	 変分原理の定式化とそれに関連する研究

については、数理的に行なわれた。特に、

Riemann-Liouville 型 fractional calculus、場の

古典論における Dirac の一般化された正準理

論およびゲージ理論の方法が有効であった。 

	 一方、現実の複雑系現象を対象とする研究

は、理論的アイデアに基づくデータ解析を行

った。火山性群発地震の拡散の性質の研究に

ついては、Etna 山および Iceland の一連の火

山について公開されているデータを用いた。

解析にあたっては、報告者と共同研究者がこ

れまで取り組んできた複雑系研究の方法を

用いた。 
 
４．研究成果	 

	 上述のように、非整数 Fokker-Planck方程式

は時間反転不変性をもたないため、変分原理

を考える上で作用積分を構成するためには、

変数の空間を拡張することが考えられる。す

なわち、確率分布という変数の他に補助場を

導入する。変分を実行するにあたって、確率

分布の規格化条件に関する拘束条件が課さ

れるべきであるが、この条件は、実は補助場

のもつある種のゲージ変換構造によって、既

に保証されていることが分かった。また、時

間的境界条件も変分原理と整合させる必要

があるが、この問題も、確率分布に対する初

期条件、補助場に対する終条件、という形式

で解決した。具体的な解析解を得るためには、

確率分布関数と補助場に対する Ansatz を課

し、Rayleigh-Ritz流の方法を展開した。 

	 研究を進めて行った過程で、Lagrange形式

から、更に Hamilton正準形式の定式化に進む

問題が興味深い課題として現れた。これは、

一般に、正準形式は時間的に局所的な理論で

あるが、非整数 Fokker-Planck方程式は時間的

に非局所的であるという点から派生した問

題である。正準形式を構築する際、確率分布

と補助場に正準共役な運動量の定義は、Dirac

の一般化された正準理論の用語での第２種

拘束条件に導く。それらを消去するため、通

常の処方に従って、Poisson括弧から Dirac括

弧を用いる記述に移行した。ところで、上述

の時間的非局所性に起源をもつ、特異な問題



が現れた。互いに異なるハミルトニアンがふ

たつ存在するのである。従って、それらが同

一の時間発展を生成することを証明する必

要が生じた。この問題を解決するために、異

なる時刻における正準変数間の Dirac 括弧関

係を決定する必要があった。この研究は成功

し、異なるふたつのハミルトニアンが、実際、

同一の時間発展を生成することが証明され

た。これによって、非整数 Fokker-Planck方程

式を Liouville方程式の形に帰着された [1]。 

	 更に、実在の複雑系が呈する異常拡散現象

の例として、火山性群発地震の解析も行った。

実データとして、公開されている Etna山のも

のと Iceland の一連の火山についてのものを

用いた。その結果、火山性群発地震の呈する

特異な性質を新たに発見することが出来た。

それらは、火山性群発地震は劣拡散を呈する

こと、待ち時間分布がベキ則に従うこと、空

間的ジャンプ距離分布は、通常の指数関数分

布であること、プロセスの非 Markov 性、な

どを含む。これらの成果は学術論文として

2015年に EPL(Europhysics Letters)誌に出版さ

れ、その年のBest Papersのひとつに選ばれた。 

	 また、研究期間中、他の問題について研究

の機会もあり、それぞれ学術論文として出版

済みおよび印刷中である [2-5]。	 
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