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研究成果の概要（和文）：不整合メッシュを使用する有限要素解析の精度を向上するための，新たな均質化法を
開発した．開発した均質化法では，媒質定数をテンソルとして適切に設定することにより，準一様電磁界に対し
て有限要素法の解と厳密解の一致を数学的に保証する．異方性・非線形媒質を適切に扱う理論を構築し，マルチ
グリッド法と連携させることによる高速解析手法を開発した．一般化有限要素法の観点からの理論の整理につい
ても行った．

研究成果の概要（英文）：We have developed a new homogenization method to improve the accuracy of 
finite element analysis using unfitted mesh. The homogenization method appropriately determines the 
material constant at unfitted element as tensor, and thereby provides the solution that 
mathematically coincides with the exact solution when the fields are uniform. We developed a theory 
to handle anisotropic and nonlinear media appropriately and developed a fast analysis method by 
combining with the multi grid method. Moreover, we also conducted theoretical analysis from the 
viewpoint of generalized finite element method.

研究分野： 計算電磁気学

キーワード： 電磁界解析　有限要素法

  ２版



様 式 Ｃ－１９，Ｆ－１９－１，Ｚ－１９，ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
電気機器設計の実用の場では，開発コスト

の削減および開発サイクルの短縮を目指し
て，計算機による電磁界シミュレーションの
活用が不可欠となっている．この原因には，
近年の計算機及び計算技術の発展によって，
安価なパソコン上でも従来不可能であった
規模のシミュレーションを行えるようにな
ってきたことが挙げられる．しかしながら，
複雑かつ微細な構造を持つモデルの解析な
ど，十分な精度を得るために極めて大規模な
計算を要する問題は実用上多く存在してお
り，電磁界計算のさらなる高効率化が求めら
れている． 
電磁界シミュレーションにおいて実用上

最も広く用いられている計算手法の一つに，
有限要素法がある．研究代表者は，有限要素
法による大規模高速電磁界計算技術の開発
に継続的に取り組んでいる．本研究課題では，
解析規模の肥大化を避けながら有限要素解
析の高精度化を実現する新たな計算手法の
開発を行う． 

 
２．研究の目的 
有限要素法による電磁界計算では，解析領

域を多数の三角形あるいは四面体などの小
領域に分割した計算格子（メッシュ）を用い
て，解析が行われる．この際，解析領域内に
存在する媒質境界の形状に整合させたメッ
シュを用いるのが通常である．しかしながら，
媒質境界を移動させながら多数回の解析を
行う場合，媒質境界とメッシュの不整合を許
容すれば，境界を移動させるごとにメッシュ
を再生成する必要がなく，計算負荷を大幅に
削減できる．また近年では，GPU の効率的
な使用などを狙って，直交格子状の単純なメ
ッシュを使用するボクセル有限要素法が盛
んに用いられている．ボクセル有限要素法で
は，必然的に，媒質境界とメッシュの不整合
を扱う必要がある． 
不整合メッシュを使用する有限要素解析

では，媒質境界をまたぐ小領域についての媒
質定数（誘電率，透磁率など）の設定が問題
となる．境界を挟む両媒質についての算術平
均を用いるなどの方法は簡便さゆえに広く
使用されているが，それによる精度の悪化を
緩和するために細密なメッシュ分割が要求
され，解析規模の過度な増大を招く傾向にあ
る．この問題を解決するため，新たな均質化
法を開発する． 
 
３．研究の方法 
不整合メッシュにおける媒質定数をテン

ソルとして適切に設定する，新たな均質化法
を開発し，メッシュを過度に細密化すること
なく高精度な解析を行うことを可能にする． 
提案する均質化法のアイディアの骨子は，

準一様電磁界に対して有限要素法の解と厳
密解の一致を数学的に保証することである． 
まず，材料特性が等方線形である場合の静

電界問題について述べる．静電界問題の基礎
方程式は 

( ) ρφε =∇⋅∇−    (1) 
で与えられ，ここでε,φ, ρはそれぞれ，誘電
率，電気スカラポテンシャル，電荷密度を表
す．有限要素法により式(1)を離散化して得
られる方程式を 

bx =K     (2) 
と表す．ここでK, x, bはそれぞれ係数行列，
未知ベクトル，右辺ベクトルであり，係数
行列と右辺ベクトルの成分は 

[ ] dΩNNK jiij ∫ ∇⋅∇= ε
  (3) 

dΩNb ii ∫= ρ
   (4) 

で与えられる．Ni はメッシュの各節点に関
連付けられた形状関数である． 

一般に，メッシュを細密化すればするほど，
特定の要素の周辺の場は相対的に一様分布
に近づく．このことを考えると，準一様電磁
界に対して有限要素法の解と厳密解の一致
を保証することが重要な要件であることに
対して，直感的な理解が得られる．  

ここで，図 1 のように媒質境界上に位置す
る三角形要素について考える．媒質境界は直
線 

( ) 0, =++= rqypxyxl    (5) 
で表され，領域 l > 0, l < 0 の誘電率がそ

れぞれε +, ε－で与えられているとする．境
界上に位置する三角形要素の各節点を反時
計回りに ni とし，それらの座標を(xi, yi)で与
えるとする．また，εiを節点 ni が属する領域
の誘電率とする．節点が境界上に位置すると
きは，零以外の任意の値としてよい．つまり
図 1の場合であれば 

++− === εεεεεε 321 ,,    (6) 
である． 
非整合メッシュを用いた解析で準一様電

磁界に対して有限要素法の解と厳密解の一
致を保証するためには，媒質境界上に位置す
る全ての要素について，以下の式(7)のよう
に誘電率テンソルを設定すればよい． 
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ただし， 

rqypxl iii ++=    (8) 
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( ) 11 /1 εεεααεβ −+−+=   (13) 
である．ここでは 

0,0,0 31211 ≤≤≠ lllll   (14) 
が成り立つよう節点番号を選んでいるもの
とする． 
次に，上記の結果を異方性材料が含まれる

問題に拡張する．ここで，電界強度および電
束密度をそれぞれ E, D で表し，領域 l > 0, l 
< 0 における電界強度がそれぞれ一様で，そ
れぞれ E +, E − で与えられる問題設定を考
える．つまり， 
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である．このとき領域 l > 0, l < 0 の電束密
度はそれぞれ， 
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   (16) 
である．またこのような場を与える電位分布
を考え，節点 nkにおける電気スカラポテンシ
ャルをφk で表す． 

節点 nk の電気スカラポテンシャルがφk で
与えられる場合，1 次三角形要素を用いる有
限要素法の通常の計算では，三角形要素内の
電界強度は， 
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と計算される．ここで， 
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∑= iaS
2
1

   (19) 
であり，S は三角形面積に等しい． 
要素の均質化された誘電率テンソルをεIH,

それを式(17)の電界強度に作用させて得ら
れる電束密度を 

FEMIHFEM ED ε=    (20) 
とする．媒質毎に場が一様となる問題設定に
おいて有限要素解が厳密解に等しくなると
は，すなわち上で考えているφk が式(1)の解
となるということであるから， 

0=⋅∇∫ dΩNi D
   (21) 

が厳密に成り立っていることに注意すれば，
要素ごとの積分について 

dΩNdΩN
e

i

e

i ∫∫ ⋅∇=⋅∇ DDFEM

 (22) 
を保証すればよいことが分かる．式(22)は，
要素ごとに 

S
SS −−++ +

=
DDDFEM

  (23) 
を満たすように式(20)のεIH を決定すること
で成立する．ここで S+, S− はそれぞれ，三
角形の l > 0, l < 0 に属する部分の面積であ
る(S = S+ + S-)． 
詳細な計算は割愛するが，上記の考察に基

づいて，異方性媒質を扱う境界均質化では，
以下の式(24)のように均質化された誘電率
テンソルを設定すればよい．  

1
IH 01

−
























 −
=

yy

xx

vu
vu

pq
qp

βα
ε

 (24) 
ただし， 

























=









3
3

2
2

1
1

321

321

2
1

nn

nn

nn

y

x

l
l
l

ccc
bbb

Su
u

ε
ε
ε

 (25) 








−
+

























−=








p
q

l
l
l

ccc
bbb

Sv
v

nnnt

nnnt

nnnt

y

x

32
3

22
2

11
1

321

321

2
1

εε
εε
εε

    (26) 
である． 
 
４．研究成果 
(1) 線形等方性の媒質のみが存在する場合
の均質化法については課題応募時点で既に
手法を確立していたが，解析対象が異方性媒
質を含む場合，等方性媒質を前提として導出
した均質化法の理論には小さくない修正が
必要となる．均質化法の理論を再整理し，サ
ンプル問題について，等方性媒質の問題と同
様に理想的な精度向上効果が得られること
を確認した[①③⑤]． 
 図 2 に，楕円状の異方性誘電体モデルに対
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図 1 境界付近のメッシュ 



して直交（不整合）メッシュを用いて解析を
行った際の，誤差分布を示す．単純な平均に
よる方法(a)と比較して，均質化法(b)を用い
ることにより誤差が大幅に削減されている
ことが分かる．図 3 に，格子分割数を変化さ
せた際の，電界誤差の最大値の比較を示す．
単純な平均を使用する方法では分割数を増
やしても誤差の最大値が停滞しているのに
対して，均質化法を使用した場合には整合メ
ッシュを使用した場合と同等の精度向上が
実現されていることが分かる． 
 
(2) 均質化手法を用いることにより構造型
メッシュを用いた高精度電磁界解析が可能
になるため，さらに構造型メッシュと親和性
の高いマルチグリッド法を応用することで
解析の飛躍的な高速化が期待できる．ただし，
不整合メッシュを含む有限要素解析におい
てマルチグリッド法を応用する場合，マルチ

グリッド法で用いられる複数グリッド間の
写像行列について標準的な作成法を用いる
のでは，反復求解の加速効果を十分に得るこ
とができない． 
本研究では，不整合メッシュ中の電磁界諸

量の振る舞いについて理論的な考察を行う
ことにより，マルチグリッド法と均質化法と
を連携するための新しい写像行列の作成法
を開発し，静磁界解析の例題についてその有
効性を確かめた[④⑥]． 
表 1に，不整合メッシュを用いた静電界解

析のサンプル問題について，マルチグリッド
法を適用したときの反復回数を示す．標準的
な写像行列を用いるマルチグリッド法では，
特に問題サイズが大きい場合に反復収束性
が著しく悪化しているのに対して，本研究で
開発したマルチグリッド法では少数回の反
復で求解を行うことができている． 
 
表 1  マルチグリッド解法の反復回数の比較 

未知数の数 4225 263169 

標準的マルチグ
リッド法 

37 発散 

均質化マルチグ
リッド法 

11 23 

 
(3) 等方非線形媒質を含む解析への同手法
の応用について研究を行った．線形等方性の
場合の均質化法の理論は非線形の場合にも
ほぼ修正なく応用できるが，均質化を行う小
領域それぞれにおいて小規模の非線形方程
式を解くことが求められる． 
簡単なテスト解析について，これらの非線

形方程式をニュートンラフソン法で解くこ
とにより，線形媒質の場合と同様の解析精度
向上効果が得られることを確かめた． 
大規模な全体方式そのものも非線形方程式
となるが，その求解法としてはニュートンラ
フソン法が有力である．ニュートンラフソン
法の各反復において現れる方程式は，線形解
析における磁気抵抗率を微分磁気抵抗率に
置き換えた形で表される．通常，微分磁気抵
抗率は異方性を含むテンソルの形で与えら
れるが，研究成果(1)において異方性材料を
扱う場合のメッシュ均質化法を開発してい
るため，これを用いることで，非線形解析に
おいても有効なメッシュ均質化法を構築で
きることが示される． 
 
(4) 理論的観点から一般化有限要素法との
比較について検討を行った．本研究で提案し
たメッシュ均質化法が，既存の一般化有限要
素法とは異なる手法であることは既に明ら
かにされているが，本メッシュ均質化法と一
般化有限要素法との関係について，理論的整
理を行った．その結果，本メッシュ均質化法
を広い意味における一般化有限要素法の枠
組みで表現することは可能であり，材料境界
における電磁界の"屈折"を表現する関数を
形状関数として選び，重み関数として通常の

 

(a) 単純な平均による解析 

 

(b) 均質化法を使用した解析 

図 2  電界の誤差分布. 

  

図 3  誤差の最大値. 



一次形状関数を用いることで，本研究で提案
したメッシュ均質化法が得られることを明
らかにした． 
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