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研究成果の概要（和文）：超短パルス高強度レーザーに照射された分子の中における電子のダイナミクスを、第
一原理シミュレーションの結果を解析することで明らかにした。水素分子のEnhanced Ionizationをボーム経路
を用いて解析した結果、従来考えられていたのとは違って、低いポテンシャル井戸からイオン化するプロセスも
重要であることを明らかにした。また、多配置時間依存ハートリーフォック法を用いて、3電子以上の分子、3原
子以上の分子、非直線分子からの高次高調波発生を、世界で初めてシミュレーションすることに成功した。ま
た、アト秒パルスで照射された分子中における、電荷マイグレーションのシミュレーションに成功した。

研究成果の概要（英文）：We have analyzed multielectron dynamics in molecules under intense laser 
fields calculated with ab initio methods. By analyzing the enhanced ionization of hydrogen molecules
 using Bohmian trajectories, we have revealed, contrary to what was previously believed, that the 
ejection from the up-field and down-field cores are comparable. Moreover, we have numerically 
implemented multiconfiguration time-dependent Hartree-Fock method for molecules, we have 
successfully simulated high-harmonic generation from a water molecule and charge migration in LiH 
and water molecules, for the first time.

研究分野： 光量子科学

キーワード： アト秒科学　量子エレクトロニクス　強光子場科学　高強度場物理　第一原理計算
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１．研究開始当初の背景 
	 申請者らは、高次高調波発生やトンネルイ
オン化など、高強度（>1014 W/cm2）フェム
ト秒レーザー場中の原子・分子ダイナミクス
を理論的に研究し、多くの成果をあげている。
最高占有軌道からのイオン化が支配的であ
るという物理的洞察により、有効１電子近似
の時間依存シュレーディンガー方程式
(TDSE)を解き、その予言力の高さは実験で
実証されてきた。また、He 原子の厳密な
TDSE を解き、そのイオン化に見られる特異
なアト秒電子相関現象を予言している。さら
に、多電子ダイナミクスを現実的な計算時間
で高精度に計算する新手法（時間依存完全活
性空間自己無撞着場法、TD-CASSCF 法[1]）
の開発にも成功している。 
 
２．研究の目的 
	 波動関数の時間発展から、電子がどのよう
に放出されるかなど、高強度場現象のメカニ
ズムを明らかにすることは、特に多電子の場
合容易ではない。本研究は、波動関数と等価
な情報を持つ粒子経路（ボーム経路）や、実
時間実空間第一原理シミュレーションを利
用するなどして、強レーザー場中の分子の多
電子ダイナミクスを明らかにする。 
 
３．研究の方法 
(1)	ボーム経路解析は、波動関数から得られ
る流速を用いた解析であり、蛍光ビーズによ
る流体解析と同じ要領で電子の軌跡を求め
ることができる。また、ボーム経路は波動関
数から求められるためボーム経路の集合は
波動関数と等価な情報を持つ。なお、本研究
は量子力学の解釈に関するものではなく、ボ
ーム粒子は、波動関数の動きを視覚化するマ
ーカー粒子として使っていることを強調し
ておく。	
	
(2)	強レーザー場中の電子ダイナミクスの
第一原理計算の一つである多配置時間依存
ハートリーフォック(MCTDHF)法を、実在の 3
次元分子に対して数値計算コードとして実
装する。任意の分子を取り扱えるように直交
座標を採用し、原子核近傍で必要な高解像度
とイオン化を取り扱うのに必要な広い空間
領域を両立させるため、図 1 のような、多解
像度直交座標グリッドを用いる。	
	

	

図１	 多解像度直交座標グリッド	

４．研究成果	
(1)	我々は２電子１次元系の TDSE の厳密計
算を開発し水素分子の Enhanced	Ionization
（二原子分子のイオン化率が分子間距離に
依存し、平衡核間距離より長い距離でピーク
を持つ現象）のボーム経路解析を行った。	
	 図 2(a)の青線はイオン化率の和である。平
衡核間距離(R=2)よりも長い距離でピークを
持っていることがわかる。従来、Enhanced	
Ionization	ではエネルギーの高いポテンシ
ャル井戸（up-field	core）に局在した電子
が、内部バリアを超えてイオン化するのが主
と考えられていたが（図 2(b)	赤矢印）、本研
究 に よ っ て 低 い ポ テ ン シ ャ ル 井 戸
（down-field	core）からイオン化するプロ
セスも重要な（図 2(c)	赤矢印）ことが明ら
かになった。さらに、双方のプロセスでイオ
ン化率がピークを持つこと（上図：黒線、赤
線）が明らかになった。この研究に関する学
会発表によって講演奨励賞を受賞した（2014
年 3 月応用物理学会）	
	

	
	
図 2	 (a)	原子核間距離に対するイオン化率
（青：イオン化率の和、黒：up-field	core	の
イオン化、赤：down-field	core	からのイオ
ン化）。図１(b,c)	電子がイオン化する際の
電子密度と流束。電場によって電子は負の方
向に力を受けている。	
	
	 ボーム経路には、古典的粒子が空間中をた
どる経路とは異なる性質があることも分か
った。まず、特定の電子の異なる経路同士は
決して交わることがない。また、異なる電子
の経路同士も決して交わることがない。ボー
ム経路を使って、シミュレーション結果を解
析する上では、これらの性質にも留意するこ
とが重要であることが分かった。	
	
(2)	MCTDHF 法を、実在の 3 次元分子に対して
数値計算コードとして実装することに成功

IMPLEMENTATION OF THE MULTICONFIGURATION . . . PHYSICAL REVIEW A 93, 023434 (2016)

FIG. 1. (a) Schematic of the Cartesian-based multiresolution grids. (b) Schematic of the computation of a second-order differential at
one-dimensional irregular grids. (c) Schematic of the computation of the first differential at the surface of the grid at two-dimensional irregular
grids. Real grid points are red and blue circles.

IV. NUMERICAL PROCEDURE

We present the essential steps of MCTDHF simulations
using a multiresolution Cartesian grid as follows:

Step 1: Generation of grid and Laplacian ma-
trix. We consider a cuboid simulation region V cen-
tered at the origin: {x = (x,y,z) ∈ R2 | x ∈ [−xL,xL],y ∈
[−yL,yL],z ∈ [−zL,zL],xL > 0,yL > 0,zL > 0}. We set the
locations of the grid points and prepare the Laplacian matrix
elements Lab using Eqs. (19)–(21). These are done only once
in the beginning.

Step 2: Computation of ρ and ρ(2). Each time step starts
with the computation of ρ and ρ(2), using Eqs. (10) and (11),
respectively.

Step 3: Computation of glm. We solve the Poisson equation
(13) to obtain glm via the conjugate residual method [41,42].
The condition at the simulation boundary ∂V is given by the
multipole expansion

glm(xbound) =
∫

V

1
|xbound − x′|

φ∗
l (x′)φ∗

m(x′)dx′ (22)

=
∞∑

l=0

∫

V

|x′|lPl(cos θ )
|xbound|l+1

φ∗
l (x′)φ∗

m(x′)dx′ (23)

for xbound ∈ ∂V , where Pl(z) denotes the Legendre polynomial
and θ is the angle between x′ and xbound. In the present study, we
truncate the sum in Eq. (23) at l = 2 (second-order multipole
expansion).

Step 4: Time propagation of cJ and φi . We solve the
equations of motion (7) and (14) using a second-order

exponential integrator [43,44]. Equation (7) is integrated as

c
(1)
J (t + %t) = cJ (t) + %t

∑

K

⟨J |H |K⟩cK, (24)

c
(2)
J (t + %t) = c

(1)
J (t + %t)

+ %t
∑

K

⟨J (1)|H |K (1)⟩c(1)
K (t + %t), (25)

cJ (t + %t) = cJ (t) + c
(2)
J (t + %t)
2

, (26)

where |J (1)⟩ with superscript (1) denotes the Slater determinant
constructed with orbital functions φ

(1)
i defined below in

Eq. (27). Equation (14) is integrated as

φ
(1)
i = φi(t) + P̂

1
1 + i%tT /2

[(−i%tT )φi(t) + %tWi(t)],

(27)

φ
(2)
i (t + %t) = φ

(1)
i + P̂ (1) 1

1 + i%tT /2

×
[
(−i%tT )φ(1)

i + %tWi(t + %t)
]
, (28)

P̂ (1) = 1̂ −
M∑

j=1

∣∣φ(1)
j

〉〈
φ

(1)
j

∣∣, (29)

φi(t + %t) = φ
(2)
i (t + %t) + φi(t)

2
. (30)

In Eqs. (27) and (28), (1 + i%tT /2)−1 is operated by the
conjugate residual method [41,42].
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し、その結果、たとえば、世界で初めて、水
分子からの高次高調波発生をシミュレーシ
ョンすることに成功した。	
	 図 3に、得られた高調波スペクトルを示す。
レーザーの変更と分子軸がなす角度によっ
てスペクトルに変化が見られることが分か
る。3 電子以上の分子、3 原子以上の分子、
非直線分子についてこのようなシミュレー
ションに成功したのは、いずれも世界初の快
挙である。	
	

	

	

	

図 3	MCTDHF 法で計算した水分子からの高次
高調波スペクトル。波長 400nm、ピーク強度
8×1014	W/cm2。	
	
	 さらに、アト秒パルスで照射された分子中
における、電荷マイグレーションのシミュレ
ーションを行った。予備的な結果ではあるも
のの、LiH 分子、水分子等において、電荷マ
イグレーションの第一原理シミュレーショ
ンに、世界で初めて成功した。また、シミュ
レーション結果を、中性分子、1 価の分子、2
価の分子…等、実験と比較する上で便利なデ
ータセットに分類して出力することにも成
功した。シミュレーション結果からは、分子
軸とアト秒パルスの偏光がなす角度によっ
て、また、分子の価数によって、電荷マイグ
レーションの様子が異なることを、はっきり
と見出すことができた。	
	
＜引用文献＞	
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TABLE I. Ground-state energy (a.u.) of a hydrogen molecule,
obtained by relaxation in imaginary time. The values in the column
labeled “0.7∗” are obtained with grids displaced parallel to the x axis
by 0.025 a.u.

Number of Largest cell side length l0

orbitals M 0.7 0.7∗ 0.6 0.55

1 −1.83661 −1.83622 −1.84318 −1.84123
2 −1.85451 −1.85467 −1.86164 −1.85964
3 −1.86218 −1.86233 −1.86925 −1.86723
6 −1.87329 −1.87342 −1.88027 −1.87756

implementation in spherical coordinates [17]. One can see that
they agree with each other very well.

B. HHG from a hydrogen molecule

Next, we simulate the HHG from molecular hydrogen
where two hydrogen atoms are located at (±0.7,0,0), respec-
tively. The side length of the cell is set to be l0 (r0 > 4), l0/2
(2 < r0 < 4), and l0/4 (r0 < 2), respectively, where l0 is the
side length of the largest cells (see Table I for its values). We
also set xL = yL = zL = 27 and x0 = 0.7xL,y0 = 0.7yL,z0 =
0.7zL. The time step size !t is set to be 0.01.

The ground-state energy, obtained through relaxation in
imaginary time, is shown in Table I, where M is the number of
orbitals. It consistently tends to the literature value −1.8884
a.u. [52], with an increasing number of orbitals. The slight
dependence on M and l0 has only a small impact on calculated
harmonic spectra, as we will see below in Figs. 3(a) and 3(b).

The values in the column labeled “0.7∗” are obtained with
grids displaced parallel to the x axis by 0.025. One can see
that the resulting loss of grid symmetry with respect to the yz
plane also has only a small impact.

Let us consider a linearly polarized laser pulse with a central
wavelength of 800 nm, a peak intensity of 1 × 1014 W/cm2,
and an eight-cycle sine-squared envelope,

E(t) = E0 sin2(ωt/16) cos(ωt). (35)

Figure 3 presents the HHG spectra for laser polariza-
tion parallel to the molecular axis [the x axis; Figs. 3(a)
and 3(b)] and 30◦ from the molecular axis [Fig. 3(c)]. The
cutoff energy predicted by the semiclassical three-step model is
34.3 eV, which corresponds to order 22.1. One can see that the
simulation is converged with respect to the number of orbitals
[Fig. 3(a)] and grid spacing [Fig. 3(b)]. Our multiresolution
Cartesian-grid MCTDHF, with no a priori assumption of
symmetry, can also handle laser polarization oblique to the
molecular axis [Fig. 3(c)].

In Fig. 3 we can clearly see the second plateau, somewhat
weaker than the first one, extending beyond the cutoff (approx-
imately order 22.1). The second cutoff position is consistent
with the value (53.6 eV, or the 34.6th order) predicted by
the three-step model with the ionization potential of H2

+

(34.7 eV). Hence, based on the speculation that the second
plateau harmonics are generated from H2

+ produced via
strong-field ionization, we have simulated the HHG from this
molecular ion with the same laser parameters. The obtained
harmonic spectrum multiplied by the ionization probability of
H2 (2.4 × 10−4) is plotted as a yellow dashed line in Fig. 3(a).

FIG. 4. High-harmonic spectra from a water molecule, calculated with M = 5 (dashed) and M = 6 (solid), for laser polarization along (a)
the x axis (b) the y axis (c) the z axis, as indicated in each panel. Laser polarization in (c) is perpendicular to the plane of the molecule. See
text for laser parameters.
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a.u. [52], with an increasing number of orbitals. The slight
dependence on M and l0 has only a small impact on calculated
harmonic spectra, as we will see below in Figs. 3(a) and 3(b).

The values in the column labeled “0.7∗” are obtained with
grids displaced parallel to the x axis by 0.025. One can see
that the resulting loss of grid symmetry with respect to the yz
plane also has only a small impact.

Let us consider a linearly polarized laser pulse with a central
wavelength of 800 nm, a peak intensity of 1 × 1014 W/cm2,
and an eight-cycle sine-squared envelope,

E(t) = E0 sin2(ωt/16) cos(ωt). (35)

Figure 3 presents the HHG spectra for laser polariza-
tion parallel to the molecular axis [the x axis; Figs. 3(a)
and 3(b)] and 30◦ from the molecular axis [Fig. 3(c)]. The
cutoff energy predicted by the semiclassical three-step model is
34.3 eV, which corresponds to order 22.1. One can see that the
simulation is converged with respect to the number of orbitals
[Fig. 3(a)] and grid spacing [Fig. 3(b)]. Our multiresolution
Cartesian-grid MCTDHF, with no a priori assumption of
symmetry, can also handle laser polarization oblique to the
molecular axis [Fig. 3(c)].

In Fig. 3 we can clearly see the second plateau, somewhat
weaker than the first one, extending beyond the cutoff (approx-
imately order 22.1). The second cutoff position is consistent
with the value (53.6 eV, or the 34.6th order) predicted by
the three-step model with the ionization potential of H2

+

(34.7 eV). Hence, based on the speculation that the second
plateau harmonics are generated from H2

+ produced via
strong-field ionization, we have simulated the HHG from this
molecular ion with the same laser parameters. The obtained
harmonic spectrum multiplied by the ionization probability of
H2 (2.4 × 10−4) is plotted as a yellow dashed line in Fig. 3(a).

FIG. 4. High-harmonic spectra from a water molecule, calculated with M = 5 (dashed) and M = 6 (solid), for laser polarization along (a)
the x axis (b) the y axis (c) the z axis, as indicated in each panel. Laser polarization in (c) is perpendicular to the plane of the molecule. See
text for laser parameters.
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Figure 3 presents the HHG spectra for laser polariza-
tion parallel to the molecular axis [the x axis; Figs. 3(a)
and 3(b)] and 30◦ from the molecular axis [Fig. 3(c)]. The
cutoff energy predicted by the semiclassical three-step model is
34.3 eV, which corresponds to order 22.1. One can see that the
simulation is converged with respect to the number of orbitals
[Fig. 3(a)] and grid spacing [Fig. 3(b)]. Our multiresolution
Cartesian-grid MCTDHF, with no a priori assumption of
symmetry, can also handle laser polarization oblique to the
molecular axis [Fig. 3(c)].

In Fig. 3 we can clearly see the second plateau, somewhat
weaker than the first one, extending beyond the cutoff (approx-
imately order 22.1). The second cutoff position is consistent
with the value (53.6 eV, or the 34.6th order) predicted by
the three-step model with the ionization potential of H2

+

(34.7 eV). Hence, based on the speculation that the second
plateau harmonics are generated from H2

+ produced via
strong-field ionization, we have simulated the HHG from this
molecular ion with the same laser parameters. The obtained
harmonic spectrum multiplied by the ionization probability of
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FIG. 4. High-harmonic spectra from a water molecule, calculated with M = 5 (dashed) and M = 6 (solid), for laser polarization along (a)
the x axis (b) the y axis (c) the z axis, as indicated in each panel. Laser polarization in (c) is perpendicular to the plane of the molecule. See
text for laser parameters.
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