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研究成果の概要（和文）：モジュレーション空間と類似の方法で定義される Wiener-amalgam 空間とソボレフ空
間との包含関係を解明した。また、モジュレーション空間論の非線形問題への応用にも取り組み、水面波を記述
する Davey-Stewartson 方程式の局所適切性を論じた。関連して、非分散型方程式に対する平滑化作用の理論も
構築した。さらに、「モジュレーション空間に属する函数と滑らかな函数との合成函数は同じモジュレーション
空間に属するか？」という問題に対して、ある肯定的な解答を与えた。

研究成果の概要（英文）：We clarified the inclusion property between Wiener-amalgam spaces, which is 
defined in a similar way to modulation spaces, and Sobolev spaces. We also consider the application 
of modulation spaces to non-linear problems and discuss the local well-posedness of the 
Davey-Stewartson equation which describes a kind of water wave. In connection to it, we construct a 
theory of smoothing effect of non-dispersive equations. Furthermore, we gave an affirmative answer 
to the question “Does the composite function of a smooth function and a function in a modulation 
space belong to the same modulation space?”

研究分野：偏微分方程式論

キーワード： モジュレーション空間　相空間解析　正準変換　分散型方程式　非線形問題
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１．研究開始当初の背景 
 
相空間解析の柱である正準変換を具現化

する道具としてのフーリエ積分作用素の理
論は、Hörmander (Acta. Math. 1971) によ
りほぼ確立されたが、それを用いて定量的な
解析を扱おうとした場合、ただちに具体的な
関数空間上での有界性の問題に直面する。実
際、大域的な正準変換を記述するフーリエ積
分作用素が$L^2$-空間で有界であることが
示されるまでには、Ruzhansky-Sugimoto 
(Comm. PDE. 2006) まで待たなければなら
なかった。さらに Seeger-Sogge-Stein (Ann. 
Math. 1991) の結果によれば、L2-有界なフ
ーリエ積分作用素であっても一般には Lp-有
界（p≠2）とはならない。したがって、Lp-
空間の自然な代用物を見つけ出すことも求
められていた。一方、1980 年台初頭に 
Feichtinger により導入されたモジュレーシ
ョン空間は、近年基礎研究が進展し、偏微分
方程式論にも応用され始めていた。例えば 
Bényi-Gröchenig-Okoudjou-Rogers  (J. 
Funct. Anal. 2007) により、（ポテンシャル
を持たない）シュレディンガー時間発展作用
素（Lp-有界ではない！）はモジュレーション
空間上では有界となる事が示されていた。ま
た、モジュレーション空間は時間変数と周波
数変数を同時に扱う短時間フーリエ変換を
用いて定義されており、正準変換の基本的な
考え方とも符合する。これらの事実に着目し、
この関数空間を枠組みとした定量的な相空
間解析を展開することを試みるべきである
との機運が、研究代表者の周辺では高まって
きていた。 
 
２．研究の目的 

 
まずはモジュレーション空間の基本的性

質の解明を基本課題として取り組み、定量的
な相空間解析の基本的道具として整備する。
さらにその試金石とするべく、応用課題とし
て偏微分方程式の諸問題にも取り組む。具体
的には、以下のことについて研究する： 
  

基本課題：モジュレーション空間上において 
１．正準変換は閉じているか？ 
２．非線形作用は閉じているか？ 
３．波動作用素は有界であるか？ 

などを解明する。 
 
応用課題：変数係数（ポテンシャルを持つ場
合も含む）の場合など、より一般の分散型方
程式に対する 

１．時空間評価式の導出とその非線形初期
値問題（特異データを持つ場合）の解
の時間大域的存在 

２．Carleman 評価式の導出とその解の一
意接続性 

などについて調べる。 
 

３．研究の方法 
 
研究代表者および連携研究者が研究討論

会において相互にアイデアを提示し、それを
検証しあう形式で、以下のプログラムを実施
する： 
[基本課題] このパートでは、モジュレーシ
ョン空間の理論の骨格づくりに貢献してき
た気鋭の研究者・冨田の協力を仰ぎ、その未
解決な諸問題に取り組む： 
・正準変換はモジュレーション空間上で閉じ

ているかに関しては、大域的な変換として
は（一次変換以外は）否定的であることが
知られているが、錐上の斉次な変換につい
てはその成否は不明である。応用上はこれ
で十分であるので、その解明をめざす。  

・非線形作用がモジュレーション空間上で閉
じているかに関しては、ソボレフ空間など
の 場 合 の 証 明 に 用 い ら れ る 
para-differential の理論を修正すること
により示す。 

・波動作用素のモジュレーション空間上での
有界性を、Yajima (J. Math. Soc. Japan, 
1995) の Lp 上での場合の方法を修正する
ことにより示す。 

[応用課題] このパートは、主に杉本が単独
で遂行する。基本的な方針として、 
・方程式を正準変換により標準形に変形する 

（「フーリエ積分作用素」の理論を用いる）。 
・標準形に対する評価式を求める 
・正準変換により、もとの方程式に関する評

価式を得る（基本課題における正準変換に
関する成果を用いる）。 

という相空間解析の処方箋を、モジュレーシ
ョン空間の上で実行する。 
また、以上の研究成果を様々なセミナー・

研究集会等において口頭発表するとともに、
本研究による研究成果の公表および関連す
る海外の研究者との意見交換を目的として、
国際研究集会を開催する。 
 
４．研究成果 
 
初年度において、モジュレーション空間と

類似の方法で定義される Wiener-amalgam 
空間とソボレフ空間との包含関係を解明し
た。モジュレーション空間とソボレフ空間と
の包含関係は既に知られており、これとほぼ
同様の結果が得られるものと考えて研究を
進めていたが、Wiener-amalgam 空間固有の
何らかの性質が反映するためか、全く予想外
の結果に到達したことは少なからず驚きで
あった。この特殊な性質を偏微分方程式の問
題にも反映させることにより、新たな展開が
期待される。 
 第 2 年度では、この Wiener-amalgam 空間
とソボレフ空間との包含関係をふまえて、
Wiener-amalgam 空間とベゾフ空間との包含
関係の解明をめざし、一部の指数の場合に解
答を与えた。また、モジュレーション空間論



の非線形問題への応用にも取り組み、水面波
を記述する Davey-Stewartson 方程式の局
所適切性を論じた。その際、通常のソボレフ
空間では取り込むことのできない特異な初
期値に対しても、モジュレーション空間の枠
組みでは議論が可能である事を示した。 
第 3 年度には、応用課題の一環として、非

分散型方程式に対する平滑化作用の理論を
構築した。これまでの研究では、主表象の勾
配が０でないという「分散型」の仮定のもと
においては「比較原理」が平滑化評価式を導
出するためのひとつの強力な手段となるこ
とがわかっていたが、今年度の研究により、
「非分散型」の場合にもそれが適用可能であ
る事が示され、それにより示される平滑化評
価式を「不変評価式」と名付けることにより、
理論の体系化を図った。また一般化としては、
スペクトル理論の枠組みにおいて基本的な
等式を示すことにより、いわゆる「スペクト
ル論的比較原理」の原型を見い出した。以上
の成果は今後の発展が大いに期待されるも
のである。 
 研究期間を延長して臨んだ最終年度には、
これまでの最大の懸案事項となっていた「モ
ジュレーション空間に属する函数 fと滑らか
な函数 F に対して，それらの合成函数 F(f)
は同じモジュレーション空間に属するか？」
という基本的な問題に対して重点的に取り
組んだ。その成果として（指数に関する「あ
る制限」のもと）肯定的な解答を与えること
ができた。同じ問題のソボレフ空間やベゾフ
空間に対する解答は１９８０年代に既に完
全に与えられていたが、モジュレーション空
間に対しては長らく未解決であった。この成
果は、この問題におけるひとつのマイルスト
ーンとも言うべきものである。「ある制限」
が何処まで緩められるかについては未解決
問題として残されたが、今後これに関する何
らかの理論発展がなされていくことを期待
したい。 
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