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研究成果の概要（和文）：生物の発生過程における形態形成の数理モデルは，従来，ゆっくり拡散する活性因子
と速く拡散する抑制因子との競合の結果としてパターンが自発的に形成されるという考えに基づき構成されてき
た．しかし，活性因子が細胞膜に固定された受容体である場合，これは拡散しない．そこで，近年提唱された非
拡散性の活性因子と拡散性の抑制因子からなるモデルについて，定常解の存在，安定性を中心に数学的に厳密な
解析を行った．その結果，定常解には，活性因子が第一種不連続性をもつものと連続なものの二種類があり，連
続な定常解は不安定であって，不連続な定常解が安定となり，さらに，不連続な定常解は無限に多く存在するこ
とが判明した．

研究成果の概要（英文）：A standard approach to modeling biological pattern formation has been based 
on the idea that the interaction between a slowly diffusing activator and a rapidly diffusing 
inhibitor results in spontaneous formation of spatial patterns. However, if the activator is a 
receptor attached on the cell membrane, it does not diffuse. Lately, reaction-diffusion models with 
non-diffusive activator and diffusive inhibitor have been proposed. In this project we studied 
rigorously the existence and stability of steady-state solutions of such model systems. We proved 
that there exist two types of steady states. Type I: the activator has jump discontinuity (but the 
inhibitor is continuous), and Type II: the activator is continuous. In addition, there exist 
continua of discontinuous steady states. Moreover, discontinuous steady states are stable, while 
continuous steady states are stable. 

研究分野： 非線型解析学
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１．研究開始当初の背景 
生物の発生過程における形態形成の数理モ
デルは，従来，ゆっくり拡散する活性因子と
速く拡散する抑制因子との競合の結果とし
てパターンが自発的に形成されるという
Turing の考えに基づき構成されてきた（①，
②）．これは，このような性質をもった物質
が存在すれば，パターンが形成される，とい
う謂わば「トップダウン型」のモデルであり，
「隠喩」と呼ぶ研究者もいる．より生物学的
に現実的なモデルは 1990 年代半ばに入って
から提唱されるようになった．そのうちの一
つ③は，活性因子が細胞膜に固定された受容
体であるとするもので，したがって，これは
拡 散 し な い ． 今 世 紀 に 入 り ，
Marciniak-Czochra は，このような観点から，
腫瘍浸潤モデルやヒドラの頭部再生実験の
モデルを提唱した（④，⑤，⑥）． これらの
非拡散性成分と拡散性成分とから成る拡散
反応系に関する数学的研究は，本研究を開始
したころから漸く本格化し，いくつかの基本
的結果が得られ始めていた⑦． 
なお，Marciniak-Czochra のモデルは，基
本的に，空間的に一様な環境において，自発
的にパターンが形成される状況を想定した
ものであり，したがって，定数係数の微分方
程式が用いられている．一方，本研究の研究
代表者は，活性因子と抑制因子が共に拡散す
る古典的な反応拡散系において，空間的な非
一様性が生成されるパターンにどのような
影響を及ぼすかに興味をもち，非常に一般な
変数係数の反応拡散方程式の定常解の構造
に関する研究を始めていた． 
 
２．研究の目的 
 Turing に始まる反応拡散方程式系による
パターンの自発的形成現象は，生物の発生過
程における形態形成の機序を説明するもの
として受け止められてきた．基本的には，一
様な状態から非一様な空間的構造を形成す
る過程を説明するものである．しかし，実際
の発生現象は，均一な環境下で起こるとは限
らない．また，非一様な構造が作られたあと
にも，形態形成は進行する．そこには最早，
反応拡散系が介在する余地はないのであろ
うか．また，空間的に均一な環境のもとで反
応拡散系がつくるパターンは，領域の幾何学
に支配されることがわかっているが，それは
幾何学的特徴を反応拡散系が感知すると解
釈することも可能である．しかし，生物の場
合，幾何学的構造だけを手掛かりに形態形成
を行なっているわけではなく，様々な不均一
性をもっと積極的に利用して形態形成を行
なっているのではないだろうか． 
さらに，反応拡散系の定常解がただ一つで
あるような状況はむしろ稀であって，複数の
安定な定常解が存在することのほうが多い．
そうすると，パターンの選択の問題が重要と
なる．つまり，いくつかの安定な定常解が存
在するときは，最終的にどのパターンが実現

されるかは，初期値の選択によって決まると
いうことになるが，初期値と極限との関係は
一般には非常に複雑で，特に数学的に厳密な
解析は容易ではない．しかし，特別な状況下
では，何らかの法則性を抽出することができ
るのではないかと期待する．以上を踏まえて，
本研究では，つぎの二点を中心に取り組むこ
とにした： 
(A) 拡散性成分と非拡散性成分が混在する
反応拡散系の定常解を構成し，その安定性を
判定する．さらに，安定な一つの定常解がど
のような初期値を引寄せるかを解明する． 
(B) 空間的に非一様な環境下で反応拡散系
が生成するパターンが，環境の非一様性にど
のように支配されるかを明らかにする．  
 
３．研究の方法 

 課題(A)においては，Marciniak-Czochra の
モデルのうち，(i) 定数定常解からの分岐が
起きないものについて，不連続定常解の構成
法を研究する；(ii) 定数定常解からの分岐が
起きるものについて，分岐解の（拡散係数に
関する）大域的振る舞いを研究する．併せて，
不連続定常解を構成し，その安定性を考察す
る．さらに，数値実験を行なって，定数定常
解に近い初期値からどのような定常解に収
束するかについて予想を立てる．  
 課題(B)においては，点凝集定常解が現れる
最も単純な冪型非線型性を有する単独方程
式に対する斉次Neumann問題を中心に考察
する．これに対してはすでに位置決め函数と
いう方程式に含まれる係数のみから構成さ
れる一つの函数の最小値を与える点の近傍
に集中するような定常解が存在することが
知られているが，本研究では，その位置決め
函数の臨界点と解の凝集点との関係を解明
する． 
 

 
４．研究成果 
課題(A)： まず，どのような「パターン」

を考察しているのか，数値解を見てみよう．
発表論文④で考察した拡散しない活性因子
と拡散する抑制因子からなる系は，常微分方
程式と拡散方程式の連立系として記述され
るが，その数値解をみると，たとえば，上の
図のようなパターンが出てくる（活性因子は
赤，抑制因子は青で表示されている）．上段
左のグラフが初期値で，時間の経過とともに，
上段中央，上段右，下段左，下段中央を経て



下段右の状態に落ち着く．初期値は定数定常
解を少し摂動したもので，その小さな摂動が
成長し，まず活性因子が一箇所で大きく増加
するパターンになり，暫くすると右端が下が
り始め，最終的には活性因子に不連続点が二
つあるようなパターンになる． 
 生物学的には，活性因子は未結合受容体を
意味するから，上の定常パターンは，一列に
並んだ細胞集団のうち，右端に近いある区間
を占める部分には未結合の受容体が多く分
布し，したがって，それ以外の部分に細胞の
変化が起こることを意味する．ただし，右端
に隣接した非常に狭い部分でも変化が起こ
る． 
 数値例は，この Marciniak-Czochra モデ
ルが，Turing のシナリオに従って，定数定
常解の近くから離れ（拡散誘導不安定化），
ヒステリシスを有する双安定非線型性によ
り，小さな差異が拡大され，遂には不連続な
定常解に収束することを示唆している． 
 
 本研究は，以上のような数値的に観察され
る現象を数学的に厳密に証明することを目
指して行なったが，具体的には，以下のよう
な結果が得られた．(i)Marciniak-Czochra モ
デルにおいて，初期・境界値問題の解は，す
べての時刻に対しただ一つ存在し，時間が十
分経てば，それは初期値に無関係なある範囲
内に閉じ込められる．(ii) パラメータを適当
に制限すれば，定数定常解が３個存在し，そ
のうちの一つは，漸近安定，残りの二つのう
ち，一方は，鞍点，他方は抑制因子の拡散係
数が零ならば，漸近安定であるが，正ならば
必ず不安定である．この第三の定数定常解に
おいて「拡散誘導不安定化」が起こることに
なる．(iii) 第三の定数定常解に対し，活性因
子の拡散係数をパラメータとする分岐が起
こる．分岐点は可算無限個存在する．分岐解
は，いずれも不安定である．(iv) 活性因子に
第一種不連続性が現れるような定常解の族
が連続濃度存在する．それらはいずれも安定
である．ただし，ここでいう安定性は，
Weinberger⑥ が定式化した不連続性をもつ
定常解に対する（不連続点の小さな近傍を除
いた部分で一様収束するという意味の）弱い
意味でのものである．以上は論文④，⑤にお
いて得られたものである． 
 初期・境界値問題の解の振る舞いを理解す
るには，定常解の全体を知る必要がある．
Marciniak-Czochra のモデルは非線型項が
複雑なので，定性的には同様の性質をもつ 
FitzHugh--Nagumo 方程式について，分岐解
の構造を詳細に調べることにした．なお，
FitzHugh--Nagumo 方程式においても，上
記の (i), (ii), (iii), (iv) が成立することを確
かめた．その結果，パラメータの範囲を適当
に制限すれば，分岐解の枝を抑制因子の拡散
係数に関して大域的に追跡できることが分
かった（論文①）．これにより定数定常解の
近くにある（連続な）定常解の安定多様体と

不安定多様体の構造を決定することができ，
定数定常解の近傍から出発する解がどのよ
うに定数定常解から離れていくかを知るこ
とができる．  
 
課題(B)：Gierer と Meinhardt が提唱した活
性因子―抑制因子モデルは，最も初期の反応
拡散系による形態形成の数理モデルとして
広く知られている（引用文献②）．しかし，
彼らの最初の論文において，ヒドラの頭部再
生・移植実験を説明するシミュレーションで
用いられた方程式の係数が定数ではなく，空
間変数に大きく依存していることは余り知
られていない．定数係数の場合には，活性因
子は領域の境界上に集中しやすい（このこと
は厳密に証明されている）．実際の生物の形
態形成を説明するには，実は，拡散と反応だ
けでは足りず，それらと環境の不均一性の三
者の間の競合によりパターンが形成される
と考える必要がある． 
 本研究では，Gierer-Meinhardt モデルの
抑制因子の拡散係数を無限大として得られ
るシャドウ系の定常方程式から導かれる単
独反応拡散方程式（に斉次 Neumann 境界条
件を課した問題）の特異摂動解の構造を考察
した．得られた結果は，概略以下の通りであ
る：(a)この方程式に随伴するエネルギー汎函
数の極小値を与える解（最小エネルギー解）
が拡散係数の大きさの如何によらずただ一
つ存在する，(b) 最小エネルギーに次いで小
さいエネルギーをもつ解が，やはり拡散係数
の大きさによらず，存在する．これを基底状
態解と呼ぶ，(c) 拡散係数が十分小さいとき，
基底状態解は，ただ一つの極大点（したがっ
て，最大点）を持ち，解の分布はその点の近
傍のみに集中する．(d) その最大点は，位置
決め函数の最小点の近傍に存在する．ただし，
位置決め函数とは，方程式の係数から作られ
る特別な函数である．より詳しくは，位置決
め函数の領域全体での最小値が境界上の最
小値の半分よりも小さいときに，基底状態解
の最大点は領域の内部にあり，逆の場合には，
最大点は境界上にある．以上が発表論文②の
内容である． 
 さらに，点凝集解の極大点は，位置決め函
数の臨界点に収束すること，また，位置決め
函数の非退化臨界点の近傍に極大点をもつ
ような点凝集解を構成できることを証明し
た． 
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