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研究成果の概要（和文）：（１）平衡状態の結晶の幾何的モデルであるウルフ図形と透視射影との，特異点論による，
新たな関係を得ることに成功した．この成果は，D. Kagatsume and T. Nishimura, Aperture of plane curves, Journ
al of Singularities, 12(2015),80-91 として出版済みである．
（２）本研究期間の後半では，ウルフ図形とそのウルフ図形を生成する最良な連続関数である convex integrand との
密接な関係をさまざまな観点から研究し，多くの結果を得た．これらの結果は，2016年6月初旬時点ではいずれも投稿
中である． 

研究成果の概要（英文）：(1) We succeeded to obtain a new relation between a Wulff shape, which are known 
as the geometric model of a crystal at equilibrium, and the perspective projection by using Singularity 
Theory of Smooth Mappings.
(2) In the last half of this research period, from various viewpoint we studied close relationships 
between a Wulff shape and its convex integrand which is the best efficient continuous function generating 
the Wulff shape. We have obtained many results on these topics. As of the beginning of June 2016, these 
results are still under submission.

研究分野：可微分写像の特異点論
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１． 研究開始当初の背景 
(1) 研究代表者である西村は，酒見憂氏とと
もに本研究課題の準備的研究内容と言え
る以下の 2篇の論文を著していたところ
であった． 

 
(a) T. Nishimura and Y. Sakemi, View from 
Inside, Hokkaido Mathematical Journal, 
40 (2011), 361-373. 
(b) T. Nishimura and Y. Sakemi, 
Topological Aspect of Wulff shapes, Journal 
of the Mathematical Society of Japan, 66 
(2014). 89-109.  
 
空間内の物体を内側の点に視点を置いて
眺めた時，特異点が現れないような視点があ
ることがある．たとえば，物体が球面の場合，
球面内部のどの点に視点を置いて眺めても
特異点を持たない透視射影となる．特異点を
持たない透視射影となる視点の集合は空間
内に置かれた物体に固有の集合であり，物体
が球面の場合は球面の内部全体となる．文献
(a)ではこのような集合をその物体の 
no-silhouette と名付け，no-silhouette が空
集合にならないための条件を可微分写像の
特異点論の言葉で記述している． 
 文献(b)では平衡状態における結晶の幾何
学的モデルとして有名なウルフ図形が，さま
ざまな観点から調べられている．「C1 級関数
に付随するウルフ図形は決して多胞体には
ならない」 などということとともに, 
「no-silhouette の閉包はウルフ図形である」
ということも文献(b)において示されている． 
 
(2) 本研究期間初年度には研究分担者であっ
た本田淳史氏（都城高専）は，本研究開始前
年である 2013年 9月にサンパウロ大学サン
カ ル ロ ス 校 で 開 催 さ れ た 研 究 集
会 ”Japanese-Brazilian Singularity Days” 
において，文献(b)の内容に関して西村が行っ
た講演を聞き，興味を示し，講演内容につい
て西村とのディスカッションが始まった．こ
のディスカッションにより本研究の構想が
浮かび上がった． 
 
２．研究の目的 
可微分写像の特異点論を用いて結晶理論
と視覚理論の融合を深化させる．そして，本
研究課題の研究期間である 2 年間のうちに，
国際的な共同研究に重点を置き，『結晶視覚
理論』とでも呼ぶべき新分野創造の基礎固め
を行うことを目的としていた． 
   
３．研究の方法 
(1) 研究の方法としては,綿密な研究打ち合
わせが基本となる．研究代表者と研究協力者
の韓 呼和氏は同一機関に所属しているの
で，顔を突き合わせての頻繁なディスカッシ
ョンにより、綿密な研究打ち合わせが可能で
ある．しかし，研究期間初年度は研究分担者

であった本田淳史氏は地理的に大きく離れ
ている場所にいるので、顔を突き合わせてデ
ィスカッションをする機会を持つことがで
きるのは限られている．そこで、本田氏とは
主として電子メールを多用することにより，
綿密な研究打ち合わせを遂行することにし
た．ディスカッションできる限られた機会を
最大限有効に活用するため，ディスカッショ
ンが可能な機会の 1か月程度前からは，電子
メールによるディスカッションの準備をと
りわけ念入りに行った． 
 
(2)「国際的な共同研究に重点を置いて，『結
晶視覚理論』とでも呼ぶべき新分野創造の基
礎固めを行う」という研究目的のための研究
方法としては、「本研究の研究期間後半に横
浜国立大学に滞在していた，ブラジルで博士
号取得直後の Erica Boizan Batista 氏を含
めた西村・韓との 3人での日常的なディスカ
ッション」があげられる．この 3人での日常
的なディスカッションにより，国際的な共同
研究は当初の予想以上の進展があった． 
 
(3) 海外で数多く研究発表することも，国際
的な共同研究に重点を置いて目的を遂行す
るためには大事な研究方法のひとつである
ので，本研究でも積極的に採用した方法であ
る． 
 
４．研究成果 
研究成果の主なものは，以下の(1)～(6)に
分けられる． 
 
(1) 文献(a)で定義された no-silhouetteを持
つような，滑らかなはめ込み r:S1→ R2が与
えられたとする．次に，各点での接線を同じ
角度で回転させることにする．回転角を 0度
から大きくしていくことにより得られる
no-silhouetteの閉包のアニメーション（図 1
を参照．図 1は[雑誌論文]の 1に載っている
図の転用）は 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図１：左上 0度,右上 15度, 
左下 30度,右下 45度 

 



以下の四つの性質を持つことを証明した． 
 
 性質 1．no-silhouetteの閉包は，回転角が
90度以下で必ず消滅する． 
 性質 2．no-silhouetteの閉包の境界は，動
いている途中では決して線分を含まない． 
 性質 3．no-silhouetteの閉包は，必ず 1点
になって消滅する． 
 性質 4. 与えられた滑らかなはめ込み r:S1

→ R2 が変曲点を持たないとすると，回転角
の大きい no-silhouette の閉包は回転角の小
さい no-silhouette の閉包に必ず含まれる．
また，与えられた滑らかなはめ込み r:S1→ 
R2 が変曲点を持つときは，一般には上記のよ
うな入れ子状態にはならない． 
 
この研究成果は下記の[雑誌論文]の 1 とし
て既に公表済みである．[雑誌論文]の 1 が掲
載されている Journal of Singularities はオ
ープンアクセスジャーナルであり，誰でも自
由にダウンロード可能であるので，[雑誌論
文]の 1 の著者最終稿を機関リポジトリに置
く等の措置は検討していない．さらに，[学会
発表]の 11 および 12 として研究代表者によ
り口頭発表済みでもある． 
 
(2) 球面内の図形をその極図形に写すこと
で定義される球面極変換を調べた．球面極変
換は以下の性質を持つことを発見した． 
 
 性質 1．球面極変換はリプシッツ写像であ
る． 
 性質 2．球面極変換を球面ウルフ図形のな
す集合やその閉包に制限すると，球面ウルフ
図形のなす集合やその閉包の変換が得られ
るが,その変換は等距離変換である． 
 性質 3. 球面極変換を球面凸集合のなす集
合やその閉包に制限すると，球面凸集合のな
す集合やその閉包の変換が得られるが,その
変換は双リプシッツ写像である．しかし,その
変換は等距離写像には決してならない． 
 
 この研究成果は現在投稿中であるが，視認
性を高めるため，国際的な preprint server 
として名高い  arXiv(http://arxiv.org/) に
preprint 版を置いている(arXiv:1504.02845 
[math.MG])．また，[学会発表]の 9,8,6 およ
び 5として，主として研究協力者の韓 呼和
氏により発表済みでもある． 
 
(3)  convex integrand とは，極座標表示で
描かれたグラフを反転させると凸図形の境
界になるような，球面上の連続関数のことで
ある．convex integrand がウルフ図形と 1
対 1に対応する概念であることはよく知られ
ている．また，「convex integrandが C1,1級
であることとその convex integrand に付随
するウルフ図形が一様凸であるという性質
は同値な性質である」ということが，F. 
Morgan, The cone over the Clifford torus in 

R4 is F-minimizing, Math. Ann., 289 (1991), 
341-354 により示されていた．研究代表者と
研究協力者の韓 呼和氏は F. Morgan の結
果の完全な拡張に成功し，「convex integrand
が C1級であることとその convex integrand
に付随するウルフ図形が狭義凸であること
は同値な性質である」ことを示した．この結
果は，(b)で既に示している「C1 級関数に付
随するウルフ図形は決して多胞体にはなら
ない」を自明な系として含むなど，多くの応
用を持っている． 
 (3)の研究成果は現在投稿中であるが，視認
性を高めるため，国際的な preprint server 
として名高い  arXiv(http://arxiv.org/) に
preprint 版を置いている(arXiv:1507.05162 
[math.MG])．また，[学会発表]の 7,4,3 およ
び 1として，研究代表者あるいは研究協力者
により発表済みでもある． 
 
(4) 自己双対ウルフ図形はウルフ図形から
自然に得られる球面ウルフ図形の言葉で特
徴づけられることを発遣した．具体的には,
「ウルフ図形が自己双対であることと,その
ウルフ図形から得られる球面ウルフ図形が
幅π/2 の等幅であることは同値な条件であ
る」ということを示した．この特徴づけによ
り，自己双対ウルフ図形は非可算無限個存在
することが容易にわかる（図 2を参照）． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図２：自己双対ウルフ図形 
と幅π/2の等幅球面ウルフ図形 

 
 (4)の研究成果は現在投稿中であるが，視認
性を高めるため，preprint server として国
際的に著名な arXiv(http://arxiv.org/) に
preprint 版を置いている(arXiv:1511.04165 
[math.MG])．また，[学会発表]の 2 として，
研究協力者の韓 呼和氏により発表済みで
もある． 
 
(5) 無限回微分可能な convex integrandか
らなる関数空間は，ホイットニー位相と呼ば
れる自然な位相により位相空間となる．この
位相空間の中で，安定な convex integrand
からなる部分空間は稠密であることを示し
た． 

(5)の研究成果は，研究協力者である韓 呼
和氏，横浜国立大学に外国人客員研究員とし
て滞在していたErica Boizan Batista氏との



三人による国際共同研究の成果であり現在
投稿中である．視認性を高めるため，preprint 
server と し て 国 際 的 に 著 名 な
arXiv(http://arxiv.org/) にpreprint版を置い
ている(arXiv:1601.06347 [math.GT])． この
成果が出来上がったのはごく最近（2016年 1
月）のことであるので，学会発表はまだして
いない． 
 
(6) (5)の続きとして，convex integrandが
安定であれば，その双対 convex integrand
も安定でなければならないことを示した．さ
らに，安定な convex integrandのモース特異
点をθとすると，－θは双対 convex 
integrand のモース特異点となること，およ
び，安定な convex integrandのモース特異点
θにおけるモース指数を i とすると，双対
convex integrand のモース特異点－θのモ
ース指数は(n－i)となることも示した．ここ
に，nは convex integrandの定義域である単
位球面 Snの次元である．  

(6)の研究成果も，研究協力者である韓 呼
和氏，横浜国立大学に外国人客員研究員とし
て滞在していたErica Boizan Batista氏との
三人による国際共同研究の成果であり現在
投稿中である．視認性を高めるため，preprint 
server として国際的に広く知られている 
arXiv(http://arxiv.org/) にpreprint版を置い
ている(arXiv:1603.08331 [math.GT] )． こ
の成果が出来上がったのもごく最近（2016
年 3月）のことであるので，学会発表はまだ
していない． 
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