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研究成果の概要（和文）：QCD 相構造を明らかにするために、高エネルギー重イオン反応の多重度分布の実験デ
ータ及び格子QCDからカノニカル分配関数を求めた。
その両者からリー・ヤンゼロ分布を計算した。ここで必要な高精度計算手法と正確な高次多項式からゼロ点を求
める手法を開発した。
相転移を見出すための実験のエネルギー領域を明らかにした。

研究成果の概要（英文）：In order to study the QCD phase structure, we have　determined the canonical
 partition fuction both from　high energy heavy ion collisions and the lattice QCD.
 Using these canonical partition functions we have　calculate the Lee-Yang zeros in both　
experimental　and numerical approaches.　In these studies, we have developed a new algorithm　to 
obtain zeros of high order polynomical functios　with multi-precision calculations.
 We show regions where experiments should pursuefor detecting the QCD phase transition.

研究分野：原子核物理学

キーワード： QCD　格子ゲージ理論　高エネルギー重イオン反応　相転移　多倍長計算
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１．研究開始当初の背景 
 近年、超高温、超高密度状態の QCD が豊
富な相を持つことが実験的、現象論的に明ら
かになりつつあり、このような極限状態QCD
の振る舞いを格子 QCD による第一原理計算
から研究することが重要となっている。 
 特に、太陽質量の 2 倍に近い中性子星の
発見など観測の  大きな進展により、有限密
度核物質の信頼度の高い研究の重要性が高
ま っ て い る 。 日 本 の J-PARC 、 
RIKEN-RIBF、ドイツの GSI-FAIR では、
核内 密度 ρ0 からその数倍の密度までのデ
ータが取 れ る可能性がある。そして、高密
度では非閉じ込め相やカラー超伝導相など 
QCD は豊富な相を持つことが予想されてい
る。 クォーク・ハドロン系の研究において
は、格子 QCD計算がもっとも信頼度の高い
第一原理計算 であるが、しかし、有限 密度
格子 QCD シミュレーションには、いくつか 
の例外を除いて「符号問題」という困難が
存在する。このため、有限密度 QCD の理論
的予想は現象論的なモデルによらざるを得
なかった。 

 
 
２．研究の目的 
 本研究の目的は、高エネルギー重イオン反
応の多重度分布の実験データから QCD の相
構造を明らかにすることである。そのために、
次の 2つの手法を開発、確立する: (1) 多重
度分布からカノニカル分配関数 Zn を求める。
(2) 得られた Zn から高精度計算によりリ
ー・ヤンゼロ分布を計算する。 これにより、
現在の実験データからリー・ヤンゼロ分布を
求め、相転移の情報を得る。 
 現在、実験の測定点が相転移のそばにい
るかどうかは、粒子数などのモーメントを
計算することによって行われることが多
い。しかし、明確なピークが出る場合を除
き、モデルと比較して判断せざるを得ない。
本研究計画ではリー・ヤンゼロを計算し、
その分布を調べることで相転移線に近づい
ているかどうかを判定する。リー・ヤンゼ
ロは相転移があるときは複素フガシティ面
の正の実軸にゼロ点が集積し、クロスオー
バーでは実軸の手前で分布が中断する。 
 
 

３．研究の方法 
 本研究では複素グランドカノニカル分 配
関数 Z(ξ) の複素フガシティ面でのゼロ点の
探索にコーシーの留数定理を利用する。ま
ず Zn から 次のように関数 F と log F の
微分を構築する。(Z(ξ) と F (ξ) のゼロ 点は 
ξ ≠0 では一致。ξ = 0 ではゼロ点は無い)  
 
F (ξ ) = ξ NZ(ξ ) 
= Z−N + Z−N+1ξ +... + ZNξ N 
 
 
= (ξ −αkÕ )  
 
この関数 Fのゼロ点、すなわち 

F (αk ) = 0を満たす複素数

を見つければ良い。 
2 次、3 次の場合は根の公式から直ちに答え
は得られる。（原理的には５次まではもとま
る）しかし、高次多項式に対しては、これは
不良設定問題(ill-posed problem)としてよ
く知られている。すなわち、入力のごくわず
かなズレが結果を真の値から大きくずらし
てしまい、安定した解が得られない。 
 
４．研究成果 
 

この問題に対し、以下のような手法を発見し

た。 

d log F
dξ

= 1
F

dF
dξ

= 1
ξ -αkk

å  

Fの代わりに Fの対数の微分を考える。これ
は上式第２項のようになり、多項式 Fの表式
から直ちに計算することができる。そして、
我々の求めるリー・ヤンゼロαは、この式の
一位の極となる。 
 コーシーの定理により複素平面上の閉じ
た経路の積分を行えば、その経路内の極の数
がもとまる。このことを利用してαの値を正
確に求めることができる。 
 

 



 すなわち、図のように単位円を経路として
留数計算を行えば、この円の中の極の個数が
もとまる。次にこの円をいくつかに分割して
それぞれの領域の中での極の個数を求める。
もちろん、その合計は単位円の中の極の数に
一致する。 
 もしある領域内にある極の数がゼロのと
きはその領域での計算はそこで終了する。ゼ
ロでない領域については、さらにいくつかに
分割していく。（実際には４個を選んだ） 
 この分割を繰り返していくことで任意の
精度で極αの値を求めることができる。 
 実際の計算では多項式Fの係数であるカノ
ニカル分配関数が何十桁も変化するため、多
倍長で正確に計算する必要がある。 

 

図は RHIC 加速器で得られた高エネルギー重
イオン反応における陽子分布からカノニカ
ル分配関数を求め、それから求めたリーヤン
ゼロである。実軸正の部分にゼロ点が収束し
ていくように見える。もし系のサイズを大き
くした時に実際にそのような振舞いが見ら
れれば、そこが相転移点となる。 
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