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研究成果の概要（和文）：本研究では，予混合燃焼フレームレットモデルにおける局所界面速度の伝搬性とエネルギー
保存則の関係を考察することで，局所界面速度を用いて拡張されたレベルセット方程式に対して曲率効果を包含するよ
うな新しい３次元定式を導いた．これは，レベルセット法の計算安定化に導入される界面厚さ分布の再初期化法と本質
的に同等の効果をもち，また，特定の界面厚さ分布が満たされるとき一般的な界面移動モデルである任意の法線伝搬流
および平均曲率流の粘性解を自然に与える定式であることを示した．また，非予混合火炎に適用できる一般化火炎片モ
デルを新たに導出して，基礎的な層流火炎場での数値検証にて従来手法欠点を改善する結果を得た．

研究成果の概要（英文）：This research investigates a relation between the scalar conservation equation 
and the level-set equation based on local interface speed model for a premixed combustion flame. A new 
model formulation is introduced for the source term of the conservation equation in three-dimensional 
interface phenomena, which gives the solution of the level-set equation coupled with a re-initialization 
procedure for the physical interface problems governed by conservation law. It may be an extensional 
formulation for a diffusive solution of the level-set equation.

研究分野：機械工学

キーワード： 計算科学　数値流体力学　界面　フェーズフィールド法　レベルセット法

  ３版



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
様々な流体現象，衝撃波(バーガーズ方程

式)，予混合火炎(レベルセット法，局所火

炎速度による G 方程式)，表面張力(LS 法 

保存系再初期化式)，相界面(フェーズフィ

ールド法 Allen-Cahn 方程式) に対して

個々に導出された物理モデルがいずれも同

じ界面解を与える．これらの類似性の背景

には「自由エネルギー最小原理」があり，

フェーズフィールド法の基礎となる

Allen-Cahn 方程式（または，その複素関

数形式 Ginzburg-Landau 方程式）に帰着

すると予想される．一方，界面数理モデル

に関しては特にレベルセット法において詳

細な研究がなされており，両者の境界領域

となる流体界面現象に対しては両概念を融

合したアプローチが有効と考えられる． 
 
２．研究の目的 
本研究では，代表的な界面現象の数理モ

デルであるフェーズフィールド法（PF）と

レベルセット法（LES）に対して申請者が

提案する４つの新しい定式モデル（①局所

界面速度，②保存系定式モデル，③非平衡

定式モデル，④複素数関数モデル）の数学

的な類似性に着目して，様々な流体界面現

象に統一的なアプローチによるモデル定式

を示すことを目標とした． 
 
３．研究の方法 
予混合火炎を想定した前 2 者のモデル

（局所界面速度の伝搬性とエネルギー保存

則）の関係を考察することで，局所界面速

度を用いて拡張されたレベルセット方程式

に対して曲率効果を包含するような新しい

３次元定式を導いた． 界面の非平衡性の定

式に関しては，分子動力学モデルによる気

液が共存する非一様場において，熱力学的

圧力の局所定義をビリアル定理に基づき近

似的に導出した．複素数関数モデルに関し

ては，本研究では大きな進展を得ることが

できなかった． 

 本研究で最も顕著な成果を得た局所界面

速度を用いて拡張されたレベルセット方程

式の導出について以下に報告する． 
 
４．研究成果 

 レベルセット法の基礎となる等高線方程

式（レベルセット方程式）を物理的な界面

現象に適用する場合，対象となる「界面」

は現象を代表するスカラー量の等値面であ

ると期待される．このようなスカラー量 u

が界面近傍の両方向に連続的に分布し，遠

方で異なる２つの値 u－, u+をとるものと想

定すると，等値面 u=u0（u－≦u0≦u+）で

定義される「界面」の挙動は等高線方程式

により記述される．たとえば，代表的な等

高線方程式である等速成長流と平均曲率流

の線形和は 

uV
t
u



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           (1) 

ただし，界面速度：    00 ucusV    

（ ：平均曲率）      

と与えられる．ここで，    00 , ucus は界面

u=u0についての等速成長の速度，平均曲率

流の速度係数をそれぞれ与える．また，記

号はベクトルのテンソル積を表す．具体
的なスカラー量 uの例としては，レベルセ

ット法でしばしば用いられる符号付距離関

数（界面法線を正符号とした界面からの距

離）が代表的な解としてあげられる(Russo

ら 2000)． 

 Chen (陳)ら(1991)によれば，一般に，等

高線方程式が幾何学的かつ単調性であると

いう特徴によって，適切な定義域と初期条

件の元で等高線方程式は，単調増加関数

（dG/du＞0）による変数変換 u*=G(u) に

対して恒等的であり，等値面 u*＝u*0= 

G(u0)の時間発展について同一の解を与え

ることが知られている．よって，任意の増

加関数 G(u)が等値面 u=u0についての等高

線方程式の一般解であると解釈できる． 



ここで，物理的な界面現象があるスカラ

ー量 u*=G(u)で記述されるとき，その「界

面」を定義する具体的な値 u*0=G(u0) は定

義域 u*
－＝G(u－)≦u*≦G(u+)＝u*+ におい

て任意にとりうることを考えて，上述の一

般解のうち式(1)（または式(2)）が任意の等

値面G(u)= G(u0) について共通に成り立つ

ようなものを導出したい．スカラー関数

G(u)を物理的な界面現象と関連付けて特

定の物理量を表すと考えると，関数 G(u)

の具体的な分布を定めるためには異なる初

期等値面 u=u0に対する等高線方程式の解

について何らかの関係性を課すことが必要

となる． 

関数 u*＝G(u)が具体的な界面現象と関

係付けられる例として，Liuら(2011)は，

低温未反応の燃料／空気予混合ガスが高温

の反応生成ガスと接触する界面で燃焼反応

が生じる予混合火炎が定常伝播する現象に

対して上記の等速成長流で近似するモデル

を提案した．かれらは火炎前後の温度変化

をレベルセット関数 u*とみなすと火炎厚

み内部の温度分布が tanh関数で近似され，

このとき生成量qをスカラー勾配の絶対値
*u と基準密度 0 （通常は未燃ガスの値
をとる）除した局所火炎速度 
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が温度の線形関数で与えられることを示し

た．物理的な解釈としては，生成量qと温
度勾配による拡散フラックスの和が定常な

火炎速度（界面等速成長の速度）を与える

と考えたときに「局所火炎速度」はそのう

ちの生成量qに直接起因する成分を表すも
のと理解される．また，この局所火炎速度

による温度時間発展は 1次元において典型

的な非線形対流方程式（バーガーズ方程式）

を与え，予混合火炎伝播が圧縮性流体の衝

撃波や浅水波の跳水現象などの界面現象と

同等の数理モデルで表現されることを意味

する． 

 そこで Liuらのモデルを一般化して，速

度場 vの流体媒質上でスカラー関数

u*=G(u)が以下ように流れ現象の一般的な

保存則を満たすとする． 
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ここで代表的な界面現象モデルである

phase-field法に習って，界面により分けら

れる「２つの相」がスカラー変数 u* の異

なる値によって定義されるとして，このよ

うな示強量 u*の時間変化に物質密度を乗

じた量（左辺）が保存則を満たすと考えて

いる．このとき，右辺は保存量フラックス

（具体的には媒質の対流 vおよび勾配拡散
*uDj によりモデル化される）と生成量

qにより与えられる． 

生成量qを Liuらの局所火炎速度 S* (式

2）を用いてモデル化して式(3)に代入する

と，定在する平面火炎では一次元流れの保

存則より火炎を横切る流量 V nv が

一定であることを考慮すると，火炎厚さ方

向座標 に対して以下の関係を満たす． 
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あるいは，これを積分して 

  0
*

**
0  


d
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DudVS     (5) 

となる．ここで，境界条件を単純化してス

カラー変数 u*を火炎両側遠方で未燃側

u*=u*
－=0，既燃側 u*=u*+ =1となるように

無次元化し，局所燃焼速度 *S がスカラーu*

の線形式であると仮定すると，定常平面火

炎の遠方条件，温度勾配 0
*

* 
d

du
u より， 
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をえる．興味深いことに式(8)は一次元問題

においてこれはレベルセット関数の局所安

定化のために用いられる Olssonら(2005)

の再初期化式を与えている．  

 以上の考察から，これらが曲率効果を含

む一般の 3次元界面の等高線方程式(1)と

関連付けられるような拡張として，次のよ

うな一般化定式モデルを考える． 

  nnn FFuq   1*   

（  , はモデル定数）       (7) 

これを保存方程式(3)に代入すると，ベクト

ル恒等式 
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が導かれる．ここで，スカラー *u が条件

式(5) 0*  uDF  を満たすとき式(8)

右辺第 3,4項が 0となり，界面速度

   00 ucusV  について 

    nv0us                             

  Duc  0                                 

であるような等高線方程式に帰着する．等

速流速は  で与えられ，一方，曲率流は
定数Dと の積に比例して， 0D ，

0 のとき等高線の凹側，すなわち，曲

率を減ずるように作用する．ここで，

 0us ，  0uc が等値面レベル

 0
*
0 uGu  に依存していないことから，法

線分布が平衡条件式(7) 0*  uDF を

満たす界面では全ての等値面 *
0

* uu  （あ
るいは 0uu  ）が同じ等高線方程式によっ
て記述できることを意味している． 

一方，平衡条件式(5) 0*  uDF か

らの変位に対して，式(8)右辺第 3，４項が 
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と書き直されることから， 10   であれ
ばスカラー勾配が平衡条件よりも過大（過

小）であるとき正（負）の拡散効果を与え，

時間発展において等値面近傍の局所解を一

次元的あるいは等方的に平衡条件（式 7）

へ収束させることがわかる．これらは，レ

ベルセット法の計算安定化に導入される再

初期化の時間発展式（非保存型 Russoら

(2000)，保存型 Olssonら）と本質的に同じ

効果を与えるものとなる． 

 以上をまとめると，スカラー保存方程式

(3)の生成項を式(7)でモデル化することに

よって，界面法線分布の再初期化の効果を

伴った等値面方程式（レベルセット方程式）

が導出される．これは，従来レベルセット

法の再初期化補正を含む解法に対しての物

理的な解釈を与える一案と考えられる． 
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