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研究成果の概要（和文）：制約充足問題とは、変数集合と制約の集合が入力として与えられ、制約を全て充足す
るように変数に値を割り当てる問題である。本研究では、充足可能な制約充足問題に関する近似アルゴリズム及
び近似困難性を与える為に、その代数的構造に関する研究を行った。特に制約充足問題の近似困難性を示す為に
使われる性質検査と呼ばれる枠組みに対する研究に取り組んだ。その結果、代数的な性質のうち定数時間で検査
可能なものの必要十分条件や、与えられた割り当てが充足解かどうかを定数時間で検査可能な制約充足問題の必
要十分条件を導出することに成功した。

研究成果の概要（英文）：The constraint satisfaction problem is a problem in which a set of variables
 and a set of constraints are given and the goal is assigning values to variables so that all the 
constraints are satisfied. In this research, in order to give approximation algorithms and 
approximation hardness of satisfiable constraint satisfaction problems, we studied its algebraic 
structure. Especially, we focused on a framework called property testing, which is used to derive 
approximation hardness of constraint satisfaction problems. As a result, we succeeded in deriving 
the necessary and sufficient condition of algebraic properties that can be tested in constant time 
and the necessary and sufficient condition of a constraint satisfaction problem for which the 
satisfiability of an assignment can be tested in constant time.

研究分野：理論計算機科学
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１．研究開始当初の背景 

 

 制約充足問題 (CSP)とは、変数集合 Vと制
約の集合 C が入力として与えられ、制約を全
て充足するように変数に値を割り当てる問題
である。全ての制約が充足出来る割り当てが
存在するとき、その入力は充足可能と呼ばれ、
その様な割り当てを充足解と呼ぶ。充足可能
でない入力は充足不能と呼ばれる。CSP は計
算機科学のあらゆる分野に現れる基本的な問
題であり、用いる制約を変えることで様々な
問題を表現できる。例えば初めて NP完全と示
された問題である充足可能性問題 (SAT)や、
グラフの三彩色性、線形連立方程式など多様
な問題が表現できる。 
 残念ながら多くの CSP は NP 完全であるの
で、全ての制約を満たすのではなく、出来る
だけ多くの制約を充足することを目的とする
最大制約充足問題 (Max CSP)がよく研究され
ている。例えばグラフの最大カット問題は Max 
CSP の代表例である。 
 もちろん Max CSPそれ自体は CSPよりも難
しく NP困難である。そこで興味の対象は近似
アルゴリズムであり、どの程度の近似度であ
れば多項式時間で得られるかが自然な問いと
なる。 
 Max CSP に対する近似度に関する研究は、
充足不能な入力が与えられると仮定した場合
には、解決されていると言って良い。なぜな
らばこの場合は、任意の用いる制約に対して、
（ある予想のもとで）タイトな近似度を与え
る多項式時間アルゴリズムが知られているか
らである。ここでタイトとは、その近似度を
少しでも超える近似度を達成することは NP
困難になってしまうことを指す。 
 これほど一般的な成果が得られた理由は、
入力が充足不能と仮定することにより、近似
アルゴリズムとして半正定値計画法 (SDP)と
呼ばれる数理最適化手法さえ考えれば良くな
るからである。しかし入力が充足可能な場合
は、代数的なアルゴリズムにより、突然良い
近似度が得られることが有る。例えば線形連
立方程式を例にとると、充足不能と仮定した
場合には 1/2 より少しでも高い近似度を得る
のは NP困難であるが、充足可能な場合にはガ
ウスの消去法により実際に充足解が得られる。
つまり近似度を 1 に出来る。このような事実
を説明する一般的な理論は存在せず、CSP に
内在する代数的な性質を解明し、それを利用
したアルゴリズムを設計する必要がある。 
 

２．研究の目的 

 

 本研究の目標は、充足可能な入力に対する
近似可能性を、特に代数的性質を利用して解
明することである。CSP の研究は、もともと
充足可能性を判定する問題から始まった。入
力が充足不能な場合の研究が完了した今こそ、
入力が充足可能な場合に再挑戦する時である
と言える。 

３．研究の方法 

 

 本研究は理論的な内容であるため個人での
研究が中心であったが、適宜国内外の研究者
と共同で研究を行った。具体的には[大野-吉
田, Random Structures and Algorithms’16]
では表現論と呼ばれる理論が必要となった為、
その専門家である Preferred Infrastructure
の 大 野 氏 と 、 [Chen-Valeriote- 吉 田 , 
FOCS’16]では普遍代数と呼ばれる道具が必
要となった為、その専門家である Universidad 
del País Vasco の Chen 氏と  McMaster 
Universityの Valeriote氏と共同研究を行っ
た。また得られた研究成果を広めるために、
国内外で開催される会議においてチュートリ
アル講演を行った。 

 
４．研究成果 
 
 研究を行う過程において、多項式時間で得
られるタイトな近似度を得る一般的なアルゴ
リズムを与えるには未だ困難が多いことが判
明した。もしその様なアルゴリズムが存在す
るとすれば、SDP とガウスの消去法を内包す
るアルゴリズムとなるはずであるが、前者は
連続的なユークリッド空間上の最適化手法、
後者は離散的な有限体上の求解手法であるた
め、組み合わせることが困難であった。 
 そこで視点を変え、近似困難性を示す為に
頻繁に用いられる確率的検査可能証明 (PCP)
に注目した。PCP の中で最も重要な要素技術
は性質検査と呼ばれる枠組みである。性質検
査では、与えられた関数がある性質を満たす
か、その性質を満たすにはほど遠いかを、そ
の関数に定数回クエリするだけで高い確率で
判定することを目的とする。代数的な性質を
内在する CSP の近似困難性を示すために考え
る性質検査では代数的な性質を検査すること
になる。そこで代数的な性質に対する性質検
査についての研究を行うこととした。 
 
(1) 有限体上の関数のアフィン不変な性質の

定数クエリ検査可能性の特徴付け 
 性質検査の分野における究極の問いは「定
数回のクエリで検査可能な性質の特徴付け、
即ち必要十分条件を得る」ことである。[吉田, 
STOC’14]では、有限体上の関数に対する代数
的な性質、即ちアフィン変換に閉じた性質に
ついて、その様な必要十分条件を得ることに
成功した。 
 上記の結果を得るために、ブーリアン関数
の高階フーリエ解析と呼ばれる数学的道具を
利用した。まずブーリアン関数のフーリエ解
析では、関数を線形関数の線形結合で表して
解析する。フーリエ解析を用いると、任意の
関数が、定数個の線形関数の線形結合、即ち
構造部分、と（線形関数にとっての）ノイズに
分解できることを示すことが出来る。これに
対して、高階フーリエ解析では、任意の関数
が、定数個の低次の多項式の関数、即ち構造



部分、と（低次の多項式にとっての）ノイズに
分解できることを示すことが出来る。 
 定数クエリで検査できる性質の必要十分条
件をおおまかに述べると、ある関数がその性
質を満たすかどうかを、その関数を分解した
ときの構造部分を見るだけで判定できるので
あれば、それは定数クエリで検査可能であり、
そうでなければ定数クエリで検査可能ではな
い。 
 
(2) 有限体上の関数のアフィン不変な性質の

定数クエリ検査可能性の特徴づけの単純
化 

 先に述べた(1)の結果は初めて定数クエリ
で検査可能なアフィン不変な性質の必要十分
条件を得たという意味で意義深い。しかし、
その必要十分条件自体は非常に複雑であり、
具体的な性質の定数クエリ検査可能性・不可
能性を示すのには利用しにくいという欠点が
あった。そこで[吉田, SODA’16]では超準解
析を用いることにより、より単純な必要十分
条件を得ることに成功した。超準解析を用い
ることにより異なる入力ビット数の関数列の
極限を考えることが出来るようになる。(1)の
必要十分条件が複雑であった理由の一つにエ
ラーパラメータが多数存在していたことが挙
げられるが、極限を考えることでこれらが 0
に収束し消すことが出来るようになる。その
結果、比較的単純な必要十分条件を得ること
に成功した。この新しい必要十分条件を利用
することで、これまで定数クエリで検査可能
と分かっていなかった性質がそうであると示
すこともできた。 
 
(3) 有限群上の関数の性質検査 
 有限体上の性質に関する性質検査の研究は、
定性的には(1)と(2)でほぼ終了したと言える。
そこで有限体の次に自然な代数構造と言える
有限群上の関数の性質検査について研究を行
った[大野-吉田, Random Structures and 
Algorithms’16]。具体的には、準同型性、既
約指標の定数倍かどうか、またある固定され
た行列とユニタリ同型かどうかの三種類の性
質が定数クエリで検査可能であることを示し
た。有限体ではなく有限群を扱う為に、表現
論を用いたフーリエ解析を導入する必要があ
った。 
 有限体の時とは異なり、有限群上の性質で
定数クエリ検査可能なものの特徴付けは完了
していない。その様な特徴付けを得るために
は、有限群に対する高階フーリエ解析を構築
する必要があると思われる。 
 
(4) 制約充足問題に対する割当の充足性検査 
 充足可能な制約充足問題の構造を明らかに
するために、充足可能な入力に対する変数割
当が充足解かどうかの検査について研究を行
った。 ここでは充足可能な制約充足問題が明
示的に与えられ、それに対する変数割当がオ
ラクルにより与えられる。つまり変数を指定

すると、その値が返される。この問題の目的
はその変数割当が充足解かそれにはほど遠い
かを少ない回数のクエリで検査することであ
る。 
 上記の問題に対して重要な問いは「どの様
な CSP であれば定数クエリで検査可能かを明
らかにすること」である。例えば二彩色問題
に対する割当の充足性は定数クエリで検査可
能であり、三彩色問題に対するそれは定数ク
エリでは検査不能であることが知られている。 
[Chen-Valeriote-吉田, FOCS’16]では、この
問いを解決し、定数クエリで割当の充足性が
定数クエリで検査可能な CSP を特徴付けるこ
とに成功した。具体的には制約充足問題が算
術的、すなわち合同関係のある種の一般化の
時のみ定数クエリで検査可能であり、そうで
なければ定数クエリでは検査不能であること
を示した。この結果により既存の多くの結果
が統合された。 
 上記の結果を得る為に、普遍代数と呼ばれ
る数学的道具を用いて解析を行った。 
 
以上に紹介したように本研究では様々な一般
的な定理を得ることに成功した。加えて重要
なこととして、様々な数学の理論、具体的に
は高階フーリエ解析、表現論、普遍代数、と性
質検査を結びつけたことがある。その結果、
これらの理論自体の拡張に貢献をすることも
できた。 
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