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研究成果の概要（和文）：行使期日や配当日，満期日が将来の不確実な時間である金融商品の売却者および保有
者は支払いが行われる時間が現在わからないというリスク（タイミングリスク）を持っている．一方，支払い時
間が固定されている，つまりいつ支払いが起こるかという時間が事前にわかっている商品はタイミングリスクを
持っていない．
本研究では確率微分方程式の解として価格過程が与えられるとき，タイミングリスクを持つ商品の価値と，タイ
ミングリスクを持たない商品のポートフォリオの価値が近いものを求め，この近似ポートフォリオがタイミング
リスクを持つ商品の価値に限りなく近くなることを示した．

研究成果の概要（英文）：Timing risk is an uncertainty associated to the instant at which the payoff 
payment of derivative is executed.This project proposes a methodology to hedge it via static 
positions in derivatives without timing risk (plain vanilla options) under a multi-dimensional 
diffusion model of underlying price dynamics. 
We gave a decomposition of a generalized timing risk into an integral of knock-in options, by 
considering not only first order hedges but also higher orders (asymptotic expansion) and the 
related convergence results.

研究分野：数理ファイナンス
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１．研究開始当初の背景 
ある配当が支払われる時間が不確実である
ことによるリスクのことをタイミングリス
クという．一方，行使期日や配当日，満期日
が固定されている金融商品はタイミングリ
スクを持っていない．このようなタイミング
リスクを持たない金融商品をヨーロピアン
型と呼ぶ． 

Carr 氏と Picron 氏は，において，固定金
額が支払われるリスクのみをタイミングリ
スクと呼び，それに対して静的ヘッジが，そ
のリスクの満期までのあらゆる時点の満期
のプレーンバニラオプションをもつことで
可能になることをブラックショールズモデ
ルの仮定の下で示した．これは「連続無限 
種類のオプションを無限小個」持つという数
学上のトリックであるが，実務上は，これを
リーマン和で近似することになる．Carr 氏
と Picron 氏によるタイミングリスクの静的
ヘッジにおいては，次の２つが本質的な役割
を果たしている：1. タイミングリスクはあら
ゆる時点の満期のバリアーオプションを無
限小個持つことで静的ヘッジ可能である，2. 
バリアーオプションはプレーンバニラオプ
ションによって静的ヘッジすることが可能
である．役割 2.は一般の拡散過程モデルには
ないブラックショールズモデル特有の性質
であるため，モデルの一般化には別の解決策
が必要とされていた． 
 
 
  
２．研究の目的 
拡散過程モデルの下で「タイミング」がその
拡散過程の到達時刻で与えられる場合に，そ
のタイミングリスクの漸近的な静的ヘッジ
公式を考えたとき，バリアーオプションはブ
ラックショールズモデルの下では静的ヘッ
ジ可能であるが，一般の拡散過程は先行研究
で用いた性質を持たないため静的ヘッジ可
能性は期待できず，タイミングリスクの静的
ヘッジを得ることは難しい． 
本研究では微分方程式の基本解の古典的
な構成方法である parametrix の手法を用い
て，任意の高次元拡散過程を幾何ブラウン運
動で逐次近似する展開式を導出し，それを用
いてタイミングリスクの漸近的な静的ヘッ
ジ公式とそのエラー評価を導くことを試み
る． 
 
 
 
３．研究の方法 
今回提案する静的ヘッジの漸近的な近似
は微分方程式の基本解の古典的な構成方法
である parametrix の手法を用いている．通
常は基本解を表す級数が収束するためには
係数に関する連続性が必要である．しかし本
研究では，不連続性を避けることができない．
Parametrix を使うときに，拡散過程の係数

の不連続性がどこまで許されるかを検討す
る． 
先行研究では専らブラックショールズモ
デルを扱ってきた．ブラックショールズモデ
ルは原資産のボラティリティ（変化率の分
散）は，時間や原資産価格の変動に影響され
ないと仮定している．しかしこの仮定は，実
際の市場の動きを説明できないことが知ら
れている．その問題を回避するためには，原
資産価格のボラティリティー自身が拡散過
程になるという「確率的ボラティリティモデ
ル」が有効であるとされている．本研究では，
確率的ボラティリティモデルに適用可能な
条件を考察する． 
拡散過程モデルにおける漸近的なタイミ
ングリスクの静的ヘッジは実用上はリーマ
ン和で積分を近似するポートフォリオを構
成することによって得られる．そこで数値計
算によって近似値を計算すし，本研究で得ら
れた静的ヘッジ手法の有用性の検証を行う． 
 
 
 
４．研究成果 
支払のタイミングを決める価格過程の到
達点において，一般の拡散過程モデルを局所
的にブラックショールズモデルに還元する
ことが対称化（Put - Call 対称化）を用い
てバリアーオプションをプレーンバニラオ
プションによってヘッジすることによって
可能になる．このとき，大域的にはブラック
ショールズモデルと違うことによる（１次
の）ヘッジエラーが生じる．１次のヘッジエ
ラーに対してもう一度この手法を適応する
と，展開式の誤差は２次のエラーとなる．こ
の方法を繰り返し行うことにより，高次のエ
ラーを持つ近似的な漸近静的ヘッジ公式を
得る．無限回，つまり限りなくこの方法を多
く適応したとき，エラーが０に収束するため
には，通常拡散過程の係数に対してある種の
「ヘルダー連続性」の仮定が必要であるが，
それなしでも収束するという結果を得た． 
 今回提案した Put - Call 対称化を用いた
漸近的静的ヘッジ公式の有用性を示すため，
ヘッジエラーが具体的に計算可能なブラッ
クショールズモデルを用いて数値計算を行
った．ブラックショールズモデルにおける価
格過程はドリフト項付きブラウン運動を指
数に乗せたものである．Put - Call 対称化
としてドリフト付きブラウン運動をドリフ
トなしのブラウン運動と見なすとき，バリア
ー境界におけるブランウ運動の直行変換を
用いた．次に与える FIG.1 は１次のヘッジエ
ラー，FIG.2 は２次のヘッジエラーの数値計
算結果である． 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
FIG.1 の結果より，ボラティリティーσが大
きい場合において，１次のヘッジエラーは増
大している．反して FIG.２よりボラティリテ
ィーσが大きい場合，１次のヘッジエラーよ
りも２次のヘッジエラーのほうが絶対値が
小さくなることがわかった． 
 我々が得た結果でも，エラーが限りなく小
さく収束するためには拡散過程の係数に対
して楕円性が必要であるが，確率的ボラティ
リティモデルとして知られているモデルの
多くは楕円性を持ち得ない．そこで，状半平
面上のブラウン運動の対称性を用いる研究
をおこなった． 
Put-Call 対称化で扱われた対称性はブラ
ウン運動が超平面に対する対称性に関して
分布不変であることから得られる．確率的ボ
ラティリティモデルのひとつである SABR モ
デルは双曲ブラウン運動に還元されるが，双
曲ブラウン運動は一次分数変換に対して分
布不変である．よって，Put-Call 対称化を一
次分数変換に対して考えることができる．こ
の手法で parametrix による漸近公式を得る
ことに成功した．この結果は井田有紀氏との
共同研究として雑誌論文①として掲載され
た． 
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