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研究成果の概要（和文）：保型形式とはリー群の算術商上のラプラシアン固有関数のことをいう。保型形式は長
い研究の歴史を持っており、整数論において中心的な役割を担ってきた。本研究では、特に重要な保型形式の一
種である正則ジーゲル保型形式の研究を行った。そして、それらの存在の量を知ることができる一般的かつ明示
的な次元公式を得ることに成功した。また次元公式や保型形式の研究に必要とされる跡公式の理論においても研
究を行い、成果を得ることができた。

研究成果の概要（英文）：Automorphic forms mean Laplacian eigenfunctions on arithmetic quotients of 
Lie groups. There is a long history of studies for automorphic forms, and they play important roles 
in the number theory. In this study, we treated holomorphic Siegel modular form, which is a kind of 
important automorphic forms. We established a general and explicit dimension formula, by which one 
can know amounts of their existences. Furthermore, we studied the trace formula, which is necessary 
for studies of dimension formula and automorphic form, and we obtained some results for it.

研究分野： 整数論
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１．研究開始当初の背景 
近年の整数論の分野では保型形式と保型

表現に関連する様々な対応の研究（ラングラ
ンズ予想やアーサー予想など）が大きく進展
している。そのような対応の研究によって
様々な問題が解決されており、現在において
も保型形式は整数論における中心的な研究
対象のうちの一つである。一方で整数論と保
型形式の理論の発展のためには対応の研究
だけでは不十分で、保型形式の空間上のヘッ
ケ作用素の固有値やその跡などの具体的な
数値や量に関する研究が極めて重要である。
そのため、本研究ではアーサー跡公式を用い
ることで、そのような具体的な数値や量を明
らかにすることを目的としていた。 
 
２．研究の目的 
アーサー跡公式は一般の連結簡約代数群

について定式化されており、その主な目的は
上述の保型表現の対応を研究するためであ
った。しかし、アーサー跡公式の幾何サイド
に大きな改良を行うことで、ヘッケ作用素の
固有値の跡の数値や量を研究できようにな
ることが知られている。 
一般の連結簡約代数群のアーサー跡公式

の幾何サイドは重み付き軌道積分の一次結
合によって表される。群の階数が２以上の場
合に、その一次結合における重み付き軌道積
分の係数（大域係数と呼ばれる）に概均質ゼ
ータ関数による記述を与え、そしてヘッケ作
用素の明示的跡公式の研究に応用すること
が本研究の目的であった。具体的な目標の一
つは、一般階数の斜交群に関する大域係数の
問題を解決することである。もう一つの具体
的な目標は一般階数の斜交群の大域係数の
研究の応用として、レベルが 3 以上の主合同
部分群に対する正則ジーゲルカスプ形式の
空間に関する明示的次元公式の予想を解決
することである。 
 
３．研究の方法 
本研究の目的は階数２以上の代数群に対し
て重み付き軌道積分の大域係数に概均質ゼ
ータ関数による記述を与え、そして明示的跡
公式の研究へ応用することである。それらの
達成のために以下の研究に取り組んだ。 
イ) 一般次数の正則ジーゲルカスプ形式の

明示的次元公式の予想の証明 
ロ) 一般階数の一般線形群に関する大域係

数の問題の研究 
ハ) 一般階数の斜交群に関する大域係数の

問題の研究 
ニ) 階数2の斜交群に関する大域係数の研究

の応用 
これらの研究はそれぞれ部分的にはアーサ
ー跡公式の専門家であるFinis氏とHoffmann
氏、明示的跡公式の専門家である伊吹山氏と
の共同研究として取り組んでいた。 
 
 

４．研究成果 
（１）本研究における最も主要な研究成果は、
上述した(イ)のレベルが3以上の主合同部分
群に対する正則ジーゲルカスプ形式の空間
に関する明示的次元公式の予想を完全に解
決したことである。次元は自明な作用素の跡
であり、一般的な次元に対して綺麗な公式が
存在していることが明らかとなった。跡公式
は表現論的な設定を加えることで単純な形
になることが知られているが、今回の現象は
正則離散系列表現に対するものであり、これ
までには無かった単純跡公式とも言える。ま
た予想の証明では大域係数の研究を経由し
ておらず、当初の計画とは異なる証明となっ
たが、跡公式に関する新たな知見を得ること
になった。 
以下、その予想の公式について説明する。

n を次数、N をレベルとし、k を重さとする。
これら三つのパラメータに対して、ジーゲル
カスプ形式の空間 S_k(Γ_n(N))が定義され
る。本研究において証明されたのは、下記の
次元 dim S_k(Γ_n(N))に関する公式である。
公式を通じて、リーマンゼータ関数ζ(s)の
特殊値および新谷ゼータ関数ζ_Shin(s)の
特殊値により、次元が記述されていることが
分かる。現れるζ(s)の特殊値はベルヌーイ
数で与えられ、具体的に計算可能である。ま
た新谷ゼータ関数ζ_Shin(s)の特殊値も伊
吹山-斎藤の明示的公式により特殊値がベル
ヌーイ数で記述されるため、具体的に計算可
能である。したがって、公式の右辺は任意の
パラメータ n, N, k に対して具体的な数値を
与えることができる。さらに、それらのパラ
メータに対する次元の漸近挙動も公式から
明らかにすることができる。 
 

 

（２）(ロ)(ハ)の大域係数の研究に関しては
当初の計画とは異なるが、例外群 G_2 に関す
る跡公式の大域係数と２元３次形式の空間
に関連する概均質ゼータ関数を関係付ける
ことに成功した。一般線形群と斜交群に関す
る大域係数の研究は完全な解決には至らな
かったが、Chaudouard 氏の研究を基にするこ
とで新たな研究手法を手に入れた。この手法
よって、目的の達成に向けた今後の研究につ
ながるような研究の進歩を得ることができ



た。 
 
（３）(ハ)の応用については、当初の計画と
多少異なるが、ヘッケ固有値の漸近分布の研
究に応用することに成功した。この研究では
跡公式の幾何サイドを明示的に記述する必
要があり、実際に大域係数の研究を役立てる
ことに成功した。 
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