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研究成果の概要（和文）：3次元ファノ重み付き余次元2完全交叉について, 新たに21族に属するファノ多様体の
双有理的森ファイバー構造を決定した. さらに, 重み付き射影空間に余次元3として埋め込まれる3次元ファノ多
様体で双有理剛性を有するものを分類した. これにより, 重み付き射影空間に余次元3以下として埋め込まれる3
次元ファノ多様体で双有理剛性を有するものの分類が完了した. その他, クライン単純群の作用する3次元デル
ペッツォ束の非有理性や種々の双有理剛性を有する3次元ファノ多様体のK安定性に関する結果を得た.

研究成果の概要（英文）：We determined the birational Mori fiber structures of members of 21 families
 of 3 dimensional Fano weighted complete intersections of codimension 2. Moreover we classified 
birationally rigid Fano threefolds embedded as a codimension 3 subvariety in a weighted projective 
space. As a consequence, the classification of birationally rigid Fano threefolds which are embedded
 as a codimension at most 3 subvariety in a weighted projective space is completed. We also proved 
the non-rationality of some 3-dimensional del Pezzo fibrations admitting an action of the Klein 
simple group, and proved K-stability of various birationally rigid Fano threefolds.
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１．研究開始当初の背景 
 代数多様体の双有理同値類を分類するこ
とは, 代数幾何学, 特に双有理幾何学におけ
る究極的な目標の一つと言える. その基本的
枠組みとして極小モデル理論が構築されて
いる. 極小モデル理論により, 3 次元代数多
様体は, 極小モデルあるいは森ファイバー空
間と双有理同値になる. 
有理性問題とは, 与えられた代数多様体が
有理的（＝射影空間と双有理同値）か否かを
判定する問題のことであり, 代数多様体の双
有理分類における基本問題に位置付けられ
る. 申請者の研究対象であるファノ多様体や
有理多様体を含むものとして、有理連結多様
体と呼ばれるクラスがある. それらは（極小
モデルとは双有理同値にはならず）森ファイ
バー空間と双有理同値になる. 有理連結多様
体 Xが与えられた時, Xと双有理同値になる
森ファイバー空間のことをXの双有理的森フ
ァイバー構造という. 一般に Xの双有理的森
ファイバー構造は無限に存在し得る. 
 ファノ多様体の双有理的森ファイバー構
造全体を不変量と見做す事により, 有理性判
定が可能であることが Iskovskikh および
Maninにより提唱・実践された. ファノ多様
体が双有理的森ファイバー構造を唯 1つ（丁
度 2 つ, または高々有限個）しか持たないと
きに, その多様体は双有理剛性（双有理双剛
性, または双有理準剛性）を有する, という. 
双有理剛性, 双有理双剛性, 双有理準剛性は
いずれも非有理性を導く . Iskovskikh, 
Maninは非特異3次元4次超曲面が双有理剛
性を有することを示し, それらの多様体が有
理 的 で な い こ と が 導 か れ た . Corti, 
Pukhlikov, Reidは, 95属からなる反標準埋
め込み的 3次元ファノ重み付き超曲面を研究
し, それら各族の一般メンバーが双有理剛性
を有することを示した. その後, Corti, Mella
は特定の特異点を有する 3次元 4次超曲面を
研究し, 双有理双剛性を有する多様体の初め
ての例を与えた. 
このような背景の下, 申請者は, 85族から
なる反標準埋め込み的 3次元ファノ重み付き
余次元 2完全交叉の研究を行なって来ており, 
本研究開始当初段階では, 19族に属する一般
メンバーが双有理剛性を有すること, および
14 族に属するメンバーが双有理剛性を有す
ることを示している. 
 
２．研究の目的 
 上述の通り 85 族からなる 3 次元ファノ重
み付き余次元 2 完全交叉のうち, 未だ双有理
的森ファイバー構造が解明されていない 52
族を対象とし, それらの双有理的森ファイバ
ー構造の解明を目的とした研究を行う. また
族における双有理的森ファイバー構造の個
数の振る舞いにも興味を持っているため, そ
の現象の解析も研究目的とする. 
 
３．研究の方法 

前述の目的を達成するために, ファノ多様
体の双有理的森ファイバー構造を決定する
ための既存の理論である「極大特異点の理
論」を改良したものを用いる. ファノ多様体
は, 森ファイバー空間への非正則な双有理写
像を持てば, その写像を定義する線形系が一
定程度高い重複度を持つ固定部分多様体（こ
れを極大特異点, あるいは極大特異サイクル
という）を持つ. このような極大特異サイク
ルの所在を特定し, 付随する双有理写像を決
定することが重要である. 
 
４．研究成果 
 以下のような結果が得られた. 
 
(ア) 3 次元ファノ重み付き余次元 2 完全交叉
について, 新たに 21 族に属するファノ
多様体の双有理双剛性を示した. 

(イ) 3 次元ファノ多様体で双有理的森ファイ
バー構造が丁度3つのファノ多様体から
なる例を構成した. 

(ウ) 重み付き射影空間に余次元3として埋め
込まれる 3次元ファノ多様体（パフィア
ンファノ多様体）で双有理剛性を有する
ものを分類した（H. Ahmadinezhad 氏と
の共同研究）. 

(エ) クライン単純群が作用するいくつかの 3
次元デルペッツォ束の非有理性を示し
た. 

(オ) 3 次元ファノ重み付き余次元 2 完全交叉, 
及び3次元パフィアンファノ多様体で双
有理剛性を有するものの大域的対数標
準域値（あるいはアルファ不変量）を計
算し, それらがK安定であること及びケ
ーラー・アインシュタイン計量を有する
ことを示した（I.-K. Kim 氏, J. Won 氏
との共同研究）. 

 
成果（ア）は当初予定していたものである. 
完全な解決には至っていないが, 未解明の
残る族についても研究を進展させている. 
成果（イ）で得られた例は, 双有理的森フ
ァイバー構造を丁度3つ持つ初めての例とな
る. また, この結果により双有理的森ファ
イバー構造の個数が族において上半連続的
に振舞わないことがわかった. 残りの成果
については, 研究開始当初には直接的に意
図していないものである.  
成果（ウ）は本研究課題の延長上のもので
あり,（ア）の研究における知見を活用する
ことで成果を得られた.この結果により, 重
み付き射影空間に余次元3以下として埋め込
まれたファノ多様体で双有理剛性を有する
ものの分類がなされた. 
成果（エ）は, 双有理的森ファイバー構造
とは直接関連しないが, 代数多様体の有理
性問題に関する成果である. 本結果は, ク
ライン単純群の3次クレモナ群への埋め込み
に関する研究と関連している.  
成果（オ）は有理性問題とは関連しないが,



双有理剛性を有するファノ多様体はK安定で
あろうという一般的な推測（予想）を具体例
で持って検証している成果である.  
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