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研究成果の概要（和文）：任意の有向閉3次元多様体は，ある種数gの閉曲面により2つのハンドル体に分解され
る．この分解を種数gのHeegaard分解と呼ぶ．また与えられたHeegaard分解を保つ多様体の自己同相写像のイソ
トピー類のなす群をその分解のGoeritz群と呼ぶ．本研究では，可約な種数2のすべてのHeegaard分解について，
そのGoeritz群の有限表示を与えた．また，応用・関連研究として次の結果を得た：(1)種数の高い特殊な
Heegaard分解のGoeritz群の有限生成性の証明；(2)2橋結び目の(1,1)-分解のある種の一意性の証明；(3)3次元
球面内の部分空間が「結ばれている」ことの特徴付け．

研究成果の概要（英文）：Every closed orientable 3-manifold can be decomposed into 2 handlebodies by 
cutting it along a closed orientable surface of genus g. This decomposition is called a Heegaard 
splitting. Given a Heegaard splitting, the group of isotopy classes of orientation-preserving 
self-homeomorphisms of the 3-manifold that preserve the splitting is called the Goeitz group of the 
splitting. The aim of this project was to provide a finite presentation of the Goeritz group for 
every reducible genus-2 Heegaard splitting, and it has completed successfully. As applications or 
related topics, we obtained the following: (1) a sufficient condition that the Goeritz group of a 
higher genus Heegaard splitting admits a finite generationg set; (2) the "uniqueness" of (1,1)
-decompositions of 2-bridge knots; (3) a characterization of "knotted" subspaces in terms of "
relative" homotopy type of knots in the subspaces. 

研究分野： 位相幾何学
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１．研究開始当初の背景 
 
任意の向き付可能な閉 3 次元多様体は，ある
種数 g の閉曲面で切り開くことにより 2 つの
ハンドル体に分解される．この分解を種数 g
の Heegaard 分解と呼ぶ．また，与えられた
Heegaard 分解を保つ多様体の自己同相写像
のイソトピー類のなす群をその分解の
Goeritz 群と呼ぶ．種数が1以下のHeegaard
分解については，Goeritz 群の構造が完全に
解明されており，また 3 次元球面の種数 2 の
Heegaard 分解の Goeritz 群についても，有
限表示が知られていた．さらに Heegaard 分
解が十分「複雑」である場合には，この群が
有限群になることが知られていた．一方で，
これ以外の比較的「単純」な Heegaard 分解
に対しては，Goeritz 群の構造，とりわけ有
限生成可能性，有限表示可能性について具体
的に何も知られていない状況であった．
Goeritz 群は Heegaard 分解の対称性を記述
する群であるため，分解が「単純」である方
が多くの対称性を許容する．そのため群とし
ての構造が複雑になり，研究が困難とされて
いた．Goeritz 群は 3 次元多様体論に根差し
た写像類群の興味深い部分群であり，その構
造解明は，3 次元多様体の不変量や結び目理
論などへの応用をもたらすことが期待され
ていた． 
 
２．研究の目的 
 
本研究の目的は，種数が2の主要なHeegaard
分解の Goeritz 群の有限表示可能性を証明し，
同時に有限表示を与えることであった．また，
Goeritz 群の構造解明の応用として 
 
(1) 結び目の分解理論（橋分解やトンネル理

論）への新たな知見を与えること 
 

(2) Heegaard 分解のモジュライ空間の基本
群の構造を解明すること 

 
を目標に研究を行った． 
 
３．研究の方法 
 
Goeritz 群が余コンパクトに作用する単連結
な単体複体を構成し，その頂点・辺の固定部
分群の計算から群全体の表示を与える
Bass-Serre 理論を適用した．各 Goeritz 群に
対して，この単体複体を適切に構成すること
が議論の核である．本研究では，ハンドル体
の円盤複体から，この群の作用に適合した部
分複体を取り出すことに焦点を当てた． 
具体的には 
 
(1) 2 次 元 球 面 と 円 周 の 直 積 多 様 体 

S^2×S^1，および一部のレンズ空間の
Heegaard 分解に対しては，初等的円盤
のなす複体 

 
(2) 可約な 3 次元多様体の Heegaard 分解に

対しては，半初等的円盤のなす複体 
 

(3) 残された一般のレンズ空間に対しては初
等的円盤の連結成分を頂点とする複体 

 
を用いた． 
 
４．研究成果 
 
可約な種数2のHeegaard 分解を持つ3次元
多様体は， 3 次元球面 S^3，直積多様体 S^2 
×S^1，レンズ空間 L(p,q)，およびこれらの連
結和（可約な 3 次元多様体）に限られる．こ
のうち，S^3 については，上述のとおり種数
2 の Heegaard 分解の Goeritz 群の有限表示
が 知 ら れて い た が ， 残 り のす べ て の
Heegaard 分解について，その Goeritz 群の
有限表示を与えた．具体的には 
 
(1) 直積多様体 S^2×S^1 については，初等

円盤複体が木（可縮な 1 次元単体複体）
になることを示し，そこへの Goeritz 群
の作用を観察することで有限表示を得た． 

 
(2) 可約な 3 次元多様体の Heegaard 分解に

対しては，半初等的円盤のなす複体が木，
または可縮な 3 次元単体複体になること
を示し，そこへの Goeritz 群の作用を観
察することで有限表示を得た．また，こ
の多様体に対し，種数 2 の Heegaard 分
解の同値類の分類を完全に決定し，球面
複体の構造も決定した． 

 
(3) レンズ空間については，L(p,q) の初等円

盤複体の各連結成分が可縮であることを
示し，p=±1 (mod q) のときかつその時
に限り，初等円盤複体が連結であること
を示した． 

 
(4) レンズ空間のうち，初等円盤複体が連結

になるものについては，そこへの Goeritz
群の作用を観察することで有限表示を得
た． 

 
(5) レンズ空間のうち，初等円盤複体が連結

にならない一般的な場合については，初
等円盤複体の連結成分を頂点とする木を
構成する方法を考案し，そこへの Goeritz
群の作用を観察することで有限表示を得
た． 

 
上記研究成果はすべて Sangbum Cho 氏と
の共同研究に基づく．上記研究の応用・関連
研究として次の結果を得た： 
 
(1) S^2×S^1 の種数が 1 の Heegaard 分解

と，Hempel 距離が十分大きい一般種数



Heegaard 分解を連結和して得られる
Heegaard 分解の Goeritz 群の有限生成
性 (Sangbum Cho 氏，Arim Seo 氏との
共同研究)； 
 

(2) 「2 橋結び目の(1,1)-分解は 2 橋分解から
の安定化により得られる」という小林・
佐伯の定理の円盤複体を用いた別証明 
(Sangbum Cho 氏との共同研究)； 

 
(3) 3 次元球面内の部分空間が「結ばれてい

る」ことの，部分空間内の結び目のホモ
トピー的性質を用いた特徴付け (小沢誠
氏との共同研究)； 

 
(4) レンズ空間の種数 2 の Heegaard 分解

のモジュライ空間の基本群の有限表示
可能性 (Sangbum Cho 氏との共同研
究)； 

 
(5) 2 次元球面と円周の直積多様体内の結び

目解消トンネルのなす複体の構造の記述
(Sangbum Cho 使途の共同研究)； 

 
(6) 3 次元多様体の分岐シャドウ複雑度と

安定写像の研究 (石川昌治氏との共同
研究)． 
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