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研究成果の概要（和文）：１次ベッチ数が正の３次元多様体の同変摂動的不変量の構成と、有限型不変量との関
係について研究した。１次ベッチ数が正の３次元多様体の同変摂動的不変量を、深谷Morseホモトピーの考え方
を用いて構成した。有限型不変量を定義するfiltrationのk次の部分は、ローラン多項式が添加されたk頂点３価
グラフの空間から有理関数が添加されたk頂点３価グラフ（Jacobi図）の空間への自然な写像の像以上であるこ
とを示した。

研究成果の概要（英文）：We studied a construction of an equivariant perturbative invariant for 
3-manifolds with positive first Betti number, and its relation to finite type invariants. We 
coustructed an equivariant perturbative invariant for 3-manifolds with positive first Betti number 
by using Fukaya's Morse homotopy theory. We showed that the degree k part in a filtration that 
defines a finite type invariant is at least the image of the natural map from the space of k-vertex 
trivalent graphs colored by Laurent polynomials to the space of k-vertex trivalent graphs colored by
 rational functions.

研究分野：位相幾何学

キーワード： Chern-Simons摂動理論　Morse理論　有限型不変量　３次元多様体　微分同相群　有理ホモトピー群

  ２版
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１．研究開始当初の背景

Axelrod-Singer, Kontsevichにより開発された

Chern-Simons 摂動理論は、 3 次元多様体

に対する Wittenの経路積分を形式的に摂動

展開して得られた、極めて精密な位相不変量で

ある。特にホモロジーが 3 次元球面のものと

同型となる閉 3 次元多様体（ホモロジー 3 球

面）に対しては、大量にある有理数値の大槻有

限型不変量を統一することが示されていた。一

方、 1 次ベッチ数が 1 の 3 次元多様体につ

いては、大槻によって LMO 不変量の精密化

が定義され、その場合にも有限型不変量が摂動

的不変量で統一されることが期待されていた。1

次ベッチ数が正の 3 次元多様体に対する有

限型不変量の研究はまだ初期の段階であり、そ

の構造の解明は重要である。また、 Lescop は、

1 次ベッチ数が 1 の 3 次元多様体に対する

摂動的不変量を、 2 ループのグラフに対応する

部分において、配置空間内の同変交差理論を用

いて位相的に構成した。このような位相的な構

成方法は、 1 次ベッチ数が 2 以上の 3 次元

多様体の摂動的不変量を見つける上でも有効

であると思われた。大槻の LMO 不変量の精

密化および Lescop の摂動的不変量は、辺が

有理関数で色付けされた３価グラフ（ Jacobi

図）によって張られる空間に値を持つ。

非自明な平坦接続を持つ 3 次元多様体と 2

ループグラフに対しては、 Morse理論を用いて

位相不変量を構成する方法（ Morseホモトピ

ー理論）が深谷賢治によって与えられていた。深

谷の不変量は、 Chern-Simons 摂動理論に

一致すると予想されており、配置空間内の同変

交差 （ホロノミーの情報を考慮したチェインの交

差） によって与えられると解釈できる。研究代表

者は、ホモロジー球面と自明接続の場合に深谷

の構成を一般の n ループグラフに拡張してい

た。これをホロノミーの情報付きで考えることによ

り、 Lescop の不変量および、その n ループ

への拡張が得られると考えた。

２．研究の目的

(1) 1 次ベッチ数が正の 3 次元多様体と

一般の n ループのグラフに対する摂動的不

変量 （有理関数で色付けされた Jacobi図の

空間に値を持つ） を、配置空間内の同変交差

理論を用いて構成する。

(2) (1) で構成した不変量を用いて 1 次ベッ

チ数が正の 3 次元多様体の有限型不変量

の構造の解明を目指す。

３．研究の方法

3 次元多様体の有限型不変量に関する研究

集会や勉強会に参加し、参加した国内及び海

外の研究者と研究討論を行い、３次元多様体

の有限型不変量および局所系のコホモロジ

ーに関する情報を得た。また、非自明な平坦接

続を持つ 3 次元多様体に対する Chern-

Simons 摂動理論に関して、京都大学の清

水達郎助教を招聘または訪問することにより

研究討論を行った。

４．研究成果

(1) 深谷の Morseホモトピーを用いた構成

方法において、有理関数に値を取るホロノミー

を考えることにより、 1 次ベッチ数が正の 3

次元多様体と一般の n ループのグラフに対

する摂動的不変量 （（可換）有理関数で色付

けされた Jacobi図の空間に値を持つ） を構

成した。ここで得られる不変量は、２つの３次元

多様体の間の Zπ ホモロジー同値 （ Zπ

係数のねじれホモロジーに同型を誘導する M

から Nへの次数１写像、 πはNの基本群）

のある同値に関する不変量となる。

(2) (1)で構成した摂動的不変量は、 Zπ ホ

モ ロ ジ ー 同 値 に 対 す る 有 限 型 不 変 量

(Garoufalidis-Levine) を与えることを示し

た。グラフクラスパーに沿った手術で得られる



具体的な Zπ ホモロジー同値に対して不変量

の 値 を計算す る こ と に よ り 、 Garoufalidis-

Levine の有限型不変量の空間が 、有理関数

で色付けされた Jacobi図の空間以上の大き

さを持つことを、 Nが S^2×S^1 および３トー

ラスの場合に示した。
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