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研究成果の概要（和文）：良い群作用を持つ空間、例えばトーラス作用が作用する旗多様体やトーリック多様体
を通じて、トポロジーと組み合わせ論が密接に関連付く。本研究では、これらの空間のトポロジーを、代数的位
相幾何学と組み合わせ論の道具を用いて考察した。コホモロジー環やコホモロジー作用素を具体的に扱うアルゴ
リズムを開発し、コンピューター上のプログラムとして実装・公開した。

研究成果の概要（英文）：Spaces with nice group actions, such as flag manifolds and toric manifolds, 
are studied by algebraic topological and combinatorial techniques. Algorithms to deal with 
cohomology rings and cohomology operations are obtained and implemented.

研究分野： 代数的位相幾何学
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１．研究開始当初の背景 
 
トーリック多様体や旗多様体など, 高い対称
性をもつ空間の多くの興味深いクラスにつ
いて, トポロジーと離散的な対象が強く関連
付けられる事が知られている. これらの場合, 
空間の構造が半順序集合やヤング図形の組
合わせ論を通して調べられ, また反対に, グ
ラフや多面体に関する主張が対応する空間
のトポロジーから導かれてきた. 本研究では, 
リー群作用を持つ空間について, 対応する離
散的対象をその具体的な計算方法まで含め
て調べる事を目的とする.  
 
２．研究の目的 
 
リー群やリー群の作用を持つ空間は、組合せ
論や代数的な手法により具体的な計算が行
える。その手法を発展させること、より進め
て計算機上で扱える形にまで落とし込むこ
とにより、さまざまな一般論の確認や予想に
役立つ上に、他分野への応用の可能性も開く
ことが本研究の目的である。 
 
３．研究の方法 
 
代数的位相幾何学の基本的な道具である、素
数における局所化、調べたい空間とホモトピ
ー同値になる簡単な空間の直積や一点和を
構成するホモトピー分解を用いて対象とな
る空間を簡略化する手法、またグラフや半順
序集合と空間の位相不変量を対応づける同
変トポロジーの典型的な手法を用いて、特に
旗多様体と(実)トーリック多様体を調べた。
得られたアルゴリズムは計算機代数ソフト
ウェアである Maple 上のコードとして実装
した。 
 
４．研究成果 
 
H26 年度は、旗多様体の位相不変量について
考察した。旗多様体は様々な分野に自然に
現れる対象であり、その不変量の計算は大
きなテーマである。本研究では特に代表的
な位相不変量として、ホモトピー群とコホ
モロジー環を中心に調べた。まず、コンパ
クトリー群の等質空間上のループ空間のホ
モトピー型を調べ、大きな素数で局 所 化 す
る と 球 面上の球面束の直積に分解すること
を示した。この結果は、旗多様体や対称空
間のホモトピー群の計算に利用でき、 特 に
p-exponent と呼ばれる不変量の計算をした。 
また、旗多様体の同変コホモロジーについ
ても考察した。旗多様体の同変コホモロジ
ーは、Chevalley によるシューベルト多様体
を用 いた幾何学的な表示、Borel によるワ
イル群の余不変式環としての代数的な表示、
Goresky-Kottwitz-MacPherson による、グラ
フを使 った組み合わせ論的な表示の 3 つが
与えられている。どれも一長一短がある

が、それらの間の関係を考察し、目的に応
じて行き来する方法を与えた。この結果を
実際に計算機上に実装し、同変シューベル
トカルキュラスの基本的な問題である、同
変構造定数の計算などに利用できるように
した。 
H27 年度は、実トーリック多様体について考
察し、その懸垂空間を奇素数で局所化する
と、小さなブロックの一点和にホモトピー
同値になることを示し た。これは既に知ら
れていたコホモロジー群に関する代数的な
結果のホモトピー型レベルへの一般化であ
る。  
H28 年度は、コホモロジー作用素のなす代数
であるスティーンロッド代数と積を持つ空
間であるH空間の研究を行なった。スティー
ンロッド代数の双対はライプニッツ ・ホッ
プ代数と呼ばれる、対称関数と関わりの深
い代数的組合せ論的な対象に埋め込むこと
ができる。この埋め込みを通して、スティ
ーンロッド代数の古典的な性質を拡張し、そ
の新しい簡易な証明を与えた。 また、ステ
ィーンロッド代数とライプニッツ・ホップ
代数を扱うアルゴリズムを考案し、プログ
ラムを開発した。  
H 空間は、位相群のホモトピー論的な拡張で
ある。ある空間上に、H空間の構造が入るかど
うか、また入るならば、それはホモトピー
可換であるか、ホモトピー結合的である
か、という問いは基本的である。  本研究で
は、ある種の H空間上に、ホモトピー結合的
な積がいくつ存在するのかという問題を考
察した。 
H29 年度は、ワイル群に付随する実トーリッ
ク多様体のコホモロジーを計算した。実ト
ーリック多様体は、よく研究されている複
素トーリック多様体と平行な議論がそのま
まは適用できず、違った手法が必要であっ
たり全く異なる結果が得られるために興味
深い。ここでは半順序集合などの組合せ論と
うまく関連づけて、ワイル群に付随する実
トーリック多様体のトポロジーを扱うこと
ができた。 
 
 
全年度を通して、応用面では、リー群とリー
環の対応を用いて、3 次元物体を変形するア
ルゴリズムを開発した。さらにこの結果を
コンピューターグラフィックスソフトウェ
アのプラグインとして実装した。本研究で
開発したソフトウェアはすべて、ソースコ
ードを代表者のホームページで公開してい
る。 
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