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研究成果の概要（和文）：この研究課題ではランダム行列と呼ばれる確率変数を要素に持つ行列のスペクトルの
研究をモーメント法と呼ばれる方法で研究した.
具体的にはWeingarten解析と呼ばれる方法を発展させ,その結果をランダム行列を用いて作られる量子情報理論
における重要なモデルに適用した. 特に, MOEの加法性の破れに対して新しいアプローチを与えたり, エンタン
グルメントの判定と呼ばれる量子情報理論における極めて重要な問題に対して,ランダム行列理論から新しい重
要な例を構成した.

研究成果の概要（英文）：In this research project, we investigated random matrices, which are 
matrices with random elements, via the moment method. Especially, we developed so-called Weingarten 
calculus and applied it to random matrix models which appear in quantum information theory. 
For example, we gave a new approach to the problem of violation for the additivity of the minimum 
output entropy and  obtained new examples in the problem of entanglement detection. These problems 
are quite
important problems in quantum information theory.

研究分野： functional analysis

キーワード： Random matrices　quantum information 
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１． 研究開始当初の背景 
ランダム行列理論(RMT)は, 20世紀初頭数理
統計学の中で Wishart による共分散の推定
問題の研究の中で始まった. その後, ランダ
ム行列理論の系統的研究は, 量子物理の枠組
みにおいて 1963 年ノーベル賞を受賞した
Wigner に よ る 1958 年 に Annals of 
mathematics で出版された論文の研究で始
まった. 
ランダム行列理論における基本的な問題と
してそのスペクトルの研究がある. 行列のス
ペクトルの情報は, そのモーメントを通して
理解することができる. すなわち, n×n行列
A の固有値の情報を知るためには, 行列モー
メント Tr(A^{k})が分かればよい. ランダム
行列の分野では, この方法はモーメント法と
呼ばれている. モーメント法による Haar 分
布に従うランダム行列の解析は, Weingarten
解析と呼ばれている. 
一方,	1980年代なかばに Voiculescuにより
提唱された非可換確率論の枠組みの中で自
由独立性と呼ばれる新しい独立性を入れた
確率論である自由確率論と呼ばれるものが
あ る .	 こ の自由 独立性 は 1991 年 の
Voiculesucu 自身の論文の中でランダム行列
のサイズ極限として現れることが示された.	
その結果をもとに,	独立な複数個のランダ
ム行列の和や積の経験固有分布のサイズ極
限を見積もる手法として定着している.端的
にいうと良い独立な複数個のランダム行列
は行列モーメントのもとでそのサイズ極限
で自由独立な非可換確率変数と見ることが
できるということが示されたため,	自由確
率論はランダム行列の研究に非常に有用な
ツールとなっている.		
この自由確率論とランダム行列の理論の発
展の流れの中で,	研究代表者はランダム行
列の行列モーメントを計算する方法として
古くから知られている Weingarten 解析を再
整備し,	自由確率論に応用するための,	ラ
ンダム行列のモーメントの計算法を発展さ
せ続けてきている.	
	 近年,	ランダム行列理論が量子情報理論
の研究の中で興味深い量子チャンネルを構
成する際に多く用いられるようになってき
ている.	このようなランダム行列由来のモ
デルに対し,	研究代表者は量子情報理論の
研究者 Ion	Nechita や自由確率論の研究者
Serban	Belinschiにより自由確率論的な手法
がインパクトのある結果を出すことができ
ることを示した.	
	
２． 研究の目的	
本研究はランダム行列理論を応用すること,	
特に量子チャンネルやエンタングルメント
などの量子情報理論関する研究やコンヌ埋
め込み予想に関係する作用素環論の問題へ
の応用を目指して,その基礎になる研究を整
備し,	応用することを目的としている.	具
体的には研究代表者が,	これまで基礎理論

に貢献してきているランダム行列理論にお
けるモーメント法による研究の手法である
Weingarten 解析を基礎に,	テンソル積空間
に値を取るランダム行列へ拡張し,	これを
量子情報理論へ適用し,	新しい複数個のラ
ンダム行列を同時に扱い,	物理系を解析す
る手法を提示することを目指す.	このよう
な研究はランダム行列を用いた量子情報の
研究,	例えば minimum	output	entropy	(MOE)
の加法性の破れの研究や完全正値ではない
が正値である写像の構成の研究など,	に応
用することが目標のひとつとなる.	また逆
に量子情報理論に現れる重要な例を構成す
るため,	ランダム行列を用いて研究するた
め,	Weingarten解析を改良し,	より構造が複
雑なランダム行列を量子情報理論の文脈で
取り扱えるようにすることを目指す.		
	
３．研究の方法	
共同研究者らを訪問したり,	研究代表者の
所属する京都大学へ招聘したりし,研究打ち
合わせを行い,それを元に結果をまとめた論
文を執筆することで,	研究課題を進めた.		
主に Michael	Brannan,	Ion	Nechita,	Ping	
Zhong,	Motohisa	Fukuda を招聘した.	
また,	それらの関連する講演等を行い,	講
演を聞き情報収集することで,	幅広く本
研究課題に関する最新の話題を吸収し,	
本研究課題を滞ることなく,	絶えず前進
させた.	

４．研究成果	
次の成果をあげた.		
(1)	フィールズ賞受賞者であるA.	Connes が
1976 年の有名な論文で出した予想として提
出したコンヌ埋め込み予想と呼ばれる重要
な予想がある.	任意の有限型フォン・ノイマ
ン環は行列環の超積に埋め込めるだろうと
ういう予想である.	これに対し Michael	
Brannan,	 Roland	 Vergnioux,	 と と も に
Connes	Embedding	propertyがパラメータn>2
の任意の自由直交群に対して成り立つこと
を示した.その結果を論文「The	 Connes	
embedding	property	for	quantum	group	von	
Neumann	algebras」としてまとめられ,	査読
付きの国際的な専門誌から出版された.	
(2)	minimum	output	entropy	(MOE)という量
子通信路を評価する際に大切な量がある.	
この MOEという量に対して,	２つの量子チャ
ンネルのテンソル積のMOEはそれぞれの量子
チャンネルのMOEの和になるであろう,	とい
う予想があったが Hastings(2009)によりそ
の予想を否定する例が与えられた.	これは
Holevo 容量という量の加法性と同値であり,
その詳細が非常に注目されている.	Ping	
Zhong と Motohisa	Fukuda とともに自由確率
論における free	compression と Bercovici
と Voiculescu による superconvergence の技
術を用いて,	この	(MOE)の加法性の破れの
シンプルな証明を見つけた.特に自由確率論
を使って compression	norm と呼ばれるもの



の評価を与えられることが重要であると考
え る .	 そ の 結 果 は 「 Estimates	 for	
compression	 norms	 and	 additivity	
violation	in	quantum	information」として
まとめられ,	査読付きの国際的な専門誌か
ら出版された.	
(3)	Todd	Kemp と Antoine	Dahlqvist ととも
にユニタリ行列上のブラウン運動が自由ユ
ニタリブラウン運動に強収束することを示
した.	すなわち,	作用素ノルムでも収束す
ることを示した.	したがって,	その outlier
は存在しない,	ということが示せたことと
なる.論文「The	spectral	edge	of	unitary	
Brownian	motion」としてまとめ,	査読付き
の国際的な専門誌から出版された.	
(4)	近年ランダム行列を用いた量子チャン
ネルの研究が盛んになってきている中で,	
研究代表者らの自由確率論的なテクニック
を使った研究が一定の成果を上げてきてい
る.	そこで,	これらの結果を整理し伝える
ために,	Ion	Nechita とともにランダム行列
を使った手法による量子情報理論の研究の
サーベイ「Random	 matrix	 techniques	 in	
quantum	information	theory」を書いた.	こ
れは査読付きの国際的な専門誌から出版さ
れた.	
(5)	量子情報理論においてランダム行列を
用いた線形写像の構成が脚光を浴びている.	
Ion	Nechita と Patrick	Hayden とともにラン
ダム行列を用いた新しい正値だが完全正値
でない写像の族の構成法を発見した.	これ
は partial	transposition	test という量子
情報理論においてよく使われるエンタング
ルメントを検出する方法では見逃されてし
まうようなエンタングルメントを検出する
方法となっている.それを論文「Random	and	
free	positive	maps	with	applications	to	
entanglement	detection」としてまとめた.	
査読付きの国際的な専門誌から出版された.	
(6)	1979 年に Haagerup が自由群環フォン・
ノイマン環に与えたHaagerup	inequality	を
用いて,	MOE の加法性の破れの証明法を見つ
けた.その結果は,	「Haagerup's	inequality	
and	additivity	violation	of	the	Minimum	
Output	Entropy」としてまとめた.	査読付き
の国際的な専門誌から出版された.			
(7)	自由確率論において,	ランダム行列の
サイズ極限で自由確率変数が現れる原理を
はユニタリ行列の空間上で Haar 測度に従う
ランダム行列が Haar	unitary 要素と呼ばれ
るものに収束することを用いて説明される.	
この事実を拡張するため,	 Pierre	 Yves	
Gaudreau	Lamarre とともに Haar ユニタリラ
ンダム行列のテンソル積に対する∗-自由性
の特徴付を行った.	多くの場合,	ユニタリ
によるテンソルが自由性を保持するための
条件となる.論文「∗	-freeness	in	finite	
tensor	products」としてまとめ査読付きの
国際的な専門誌から出版された.	
(8)	 Termeh	 Kousha,	 Rafal	 Kulik,	 Tomasz	

Szarek,	 Karol	 Zyczkowski と と も に
accessibility の概念を導入し,	d	次元ユー
クリッド空間上の凸体が次元にのみ依存す
る定数のもとでaccessibilityをみたすとい
うことを示した.	これを用いて run	and	hit
アルゴリズムを評価し,	量子情報理論や統
計力学で現れる具体的な凸体に対する run	
and	hit アルゴリズムに適用し評価を得た.
これについて「The	accessibility	of	convex	
bodies	and	derandomization	of	the	hit	and	
run	algorithm」を執筆し,	査読付きの国際
的な専門誌から出版された.	
(9)	研究代表者がランダム行列の行列モー
メントを計算する方法として長年研究して
きている Weingarten	calculus というものが
ある.	これにより,	ランダム行列のサイズ
極限を考えた際の行列モーメントの漸近挙
動がわかり,それにより自由確率論における
モデルに,	どのように収束するかがわかる.	
Weingarten	calculus	の中ではその行列モー
メントの表現公式に Weingarten 関数という
関数が現れ,	この関数の評価が肝要となる.	
表現論,	組合せ論的な観点から Weingarten	
calculus	を研究してきているSho	Matsumoto
とともに ,	 現在ではその証明方法が
Weingarten 本 人 が 最 初 に Weingarten	
calculus を始めた際のものとは大きく異な
ったものになっているため,	原点の証明法
を見直し,	新しく,	Weingarten関数の漸近一
様評価を得た .	 そ の結果をまとめ ,	
「Weingarten	calculus	via	orthogonality	
relations:	new	applications」を執筆し国
際的な査読付きの専門誌から出版された.	
(10)	 Konrad	 Szymanski,	 Tomasz	 Szare,	
Zyczkowski とともに「Convex	set	of	quantum	
states	 with	 positive	 partial	 transpose	
analysed	by	hit	and	run	algorithm」	を執
筆した.	この論文は(8)の発展させたもので,	
PPT	statesの凸体上の一様測度について調べ,	
その分布やノルムについて漸近的挙動につ
いてのいくつかの結果を得て,	また固有値
分布の極限についての数値計算による予想
も立てた.	
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