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研究成果の概要（和文）：（１）自己共役作用素に関連する同値関係の研究を記述集合論の立場から行った．特
に，２つの自己共役作用素がユニタリ共役とコンパクト作用素の摂動でうつりあえるとき，この２つの自己共役
作用素はワイル・フォンノイマン同値であると名付け，この同値関係が可算構造によって分類できないことを証
明した．
（２）有限型フォンノイマン環のユニタリ群に埋め込める位相群の研究を行った．このような群は両側不変距離
を持ち，無限次元ヒルベルト空間上のユニタリ群に埋め込める．この２つの条件が十分条件でもあるかがポパに
よって提起されていたが，この問題を否定的に解決した．

研究成果の概要（英文）：(1) We studied the unitary equivalence relation modulo the compacts for 
self-adjoint operators from a descriptive set theoretical point of view. It was shown that this 
equivalence relation cannot be classified by countable structures.
(2) We studied topological groups which can be embedded into the unitary group of a finite von 
Neumann algebra. Such groups are called finite type groups. Finite type groups admit a compatible 
bi-invariant metric and can be embedded into the unitary group on a Hilbert space. It was shown that
 these two conditions are not sufficient to be a finite type group.

研究分野： 関数解析
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１．研究開始当初の背景 
位相群とは，群であると同時に Hausdorff 

位相空間であり，群演算が連続になっている
もののことをいう．位相群には大きく分けて，
局所コンパクトなものと，非局所コンパクト
なものがある．ここでは非局所コンパクト群
を無限次元位相群と呼ぶことにする．無限次
元位相群は，位相空間上の自己同相群や，多
様体上の微分同相群，Hilbert 空間上のユニ
タリ群など，数学的対象の対称性を表す群と
して，極めて自然に現れる．局所コンパクト
群上には Haar 測度と呼ばれる，左平行移動
不変な正則 Borel 測度が唯一つ存在する．こ
れをもとに関数空間やその上の正則表現を
作り，群の性質を関数解析的に捉えることが
できる．一方，無限次元位相群上には Haar 
測度は存在しない．これは，無限次元位相群
の研究には，局所コンパクト群のそれとは全
く別の新しい方法が必要であることを意味
する． 
 無限次元位相群の研究で大切な道具は一
様構造である．位相群上には自然な一様構造
が４つある．このうち最弱な一様構造は
Roelcke 一様構造と呼ばれ，この一様構造に
関してプレコンパクトな位相群をRoelckeプ
レコンパクトであるという． コンパクト位
相群は自明にRoelckeプレコンパクトである
が，逆に局所コンパクト位相群で Roelcke プ
レコンパクトなものはコンパクト位相群に
限る．この意味で Roelcke プレコンパクト性
は真に無限次元的な現象である．この現象は
左右の一様構造が極端にずれているときに
生じる．Hilbert 空間上のユニタリ群や無限
置換群などがRoelckeプレコンパクトな位相
群の例である． 
 一方，これとは対極に，４つの一様構造が
すべて一致する位相群を SIN 群という．SIN
群は両側不変距離を持つという際立った性
質を持つ．また，逆に両側不変距離を持てば
SIN 群である．このクラスの群には離散群，
コンパクト群，可換群，有限 von Neumann
環のユニタリ群などが含まれるが，他の例の
構成も含め，その性質は良くわかっていない． 
  
２．研究の目的 
 Hilbert 空間上のユニタリ作用素たちの作
る群であるユニタリ群の性質を理解するこ
とを目的とする．ユニタリ作用素は量子力学
において時間発展を記述する対象であり，こ
の観点からもユニタリ群の研究は重要であ
る．特に，以下の２つに取り組む． 
 
（１）Popa の埋め込み問題の解決． 
有限 von Neumann 環のユニタリ群の部分群
は両側不変距離を持つので SIN 群である．ま
た，このような群は Hilbert 空間上のユニタ
リ群に自明に埋め込める．では逆に，Hilbert
空間上のユニタリ群に埋め込める SIN 群は
適当な有限 von Neumann 環のユニタリ群に
埋め込めるだろうか．この問題を Popa の埋

め込み問題という．Popa はコサイクル超剛
性定理の観点からこの問題に到達した． 
 
（２）自己共役作用素に関連する同値関係の
理解． 
ユニタリ群の１パラメタ部分群の生成子は
自己共役作用素で与えられる．従って１パラ
メタ部分群の研究と自己共役作用素の研究
は同値である．２つの自己共役作用素がユニ
タリ共役とコンパクト作用素の摂動でうつ
りあうとき，Weyl-von Neumann 同値である
と呼ぶ．この同値関係の複雑さを記述集合論
の立場から理解する． 
 
３．研究の方法 
（１）については反例を構成する．（２）に
ついては Hjorth の turbulent 定理というも
のが知られており，これを適用する．これに
よって Weyl-von Neumann 同値関係が可算
構造によって分類できないことが分かる． 
 
４．研究成果 
（１）Weyl-von Neumann 同値関係に上述の
turbulent 定理を適用し，可算構造による分
類が不可能であることを明らかにした．具体
的な複雑さの決定は今後の課題である．また，
同値関係を少し変形し，２つの自己共役作用
素のレゾルベントがユニタリ共役とコンパ
クト摂動でうつりあうとき同値と定義する
と，この同値関係はスムーズであることが分
かった．（下記の論文⑤） 
 
（２）自己共役作用素の解析の難しさは定義
域の問題からくることが多い．そこで２つの
自己共役作用素の定義域が等しいときに同
値と定義し，この同値関係の複雑さを調べた．
具体的には，２つの数列について，その差が
有界であるときに同値と定義したときの同
値関係の複雑さに等しいことを証明した．さ
らに，純粋に特異連続なスペクトルが実数全
体に等しい自己共役作用素は，自己共役作用
素全体の集合に強レゾルベント収束の位相
を入れたとき，稠密な G_δ集合をなすことを
証明した．（下記の論文④） 
 
（３）群の一般化の１つであるハイパー群の
構造に関する結果を得た．具体的には，位数
３までのハイパー群は可換であることが知
られていたが，位数４のハイパー群も可換で
あり，位数５で初めて非可換なハイパー群が
現れることを明らかにした．群の場合，非可
換なものは位数６で現れるので，群とハイパ
ー群の違いが表れている．（下記の論文③） 
 
（４）本質的スペクトルが等しい２つの自己
共役作用素がいつユニタリ共役とコンパク
ト摂動でうつりあえるかを調べた．具体的に
は，本質的スペクトルに無限遠で大きな穴が
あいていなければユニタリ共役とコンパク
ト摂動でうつりあえることが分かった． 



 
（５）Popa の埋め込み問題を，反例を構成す
ることで否定的に解決した．具体的には，ま
ず，位相群の半直積が SIN 群になるための必
要十分条件を求めた．次に，離散群の Hilbert
空間上への一様有界表現を考え，表現空間を
加法群とみなして半直積をとる．この群は上
述の結果を利用してSIN群であることが分か
る．さらに Hilbert 空間上のユニタリ群へ埋
め込めることも分かる．この群が適当な有限
von Neumann 環のユニタリ群へ埋め込めるた
めの必要十分条件は，一様有界表現がユニタ
リ化可能であることを明らかにした．ユニタ
リ化可能でない一様有界表現はたくさん知
られているので，これで Popa の埋め込み問
題の反例が構成できたことになる． 
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