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研究成果の概要（和文）：ポテンシャル系においてエネルギー曲面上で，ポテンシャル関数が特異点を持つ場合
に測地線型変分構造の峠点として得られる弱解について特異点を通過する回数の評価を得た．
微分ガロア理論を用いて，制限n体問題の非可積分性を証明した．
また，変分法により3体問題の特別な場合である平面Sitnikov問題における与えられた記号列を実現する軌道の
存在を示した．同時に多様な周期軌道の存在も示している．OrtegaやOffinの結果と合わせることで，得られた
周期軌道は全て不安定であることがわかった．

研究成果の概要（英文）：We estimate the number of singularities which weak solutions can have.
We proved the non-integrability of the restricted n-body problem. 
We  show the existence of solutions realizing given symbolic sequences using the variational 
methods. Obtained periodic solutions are shown to be unstable by applying results by Ortega and 
Offin. 

研究分野： ハミルトン力学系

キーワード： 力学系　非可積分性　変分法　微分ガロア理論

  ４版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
ハミルトン系において与えられたエネルギー面に周期解が存在するかとういう問題は活発に研究されてきた．特
にエネルギー面がコンパクトでない場合として，ポテンシャル関数が特異点を持つポテンシャル系の解の持つ特
異点の個数の最適な評価を与えた．制限n体問題の非可積分性の証明は，ポアンカレが非常に強い仮定のもとで
なされて以来，新たな証明はなかった．本研究により，微分ガロア理論を用いた新たな証明が与えられた．特
に，パラメータは任意に固定して良いという意味で，仮定を弱められている．変分法による特殊解の存在証明は
8の字解の発見以来大きく発展している分野で，その中で記号列の変分法による実現は新たな展開を示してい
る．
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１．研究開始当初の背景 
 
ハミルトン系において，どのような条件のもとでエネルギー曲面上に周期解が存在するかとい
う問題は古くから活発に研究されてきた．その中で最も大きな問題であった Weinstein 予想は
Viterbo や Hofer により 1980 年代に解決された． 
エネルギー面がコンパクトでない場合は，まだよくわかってない．ポテンシャル系だとポテンシ
ャル関数が特異点を持つ場合は，エネルギー面はコンパクトでない．その場合は，田中和永氏ら
により，Jacobi-Mauperituis 軽量を変形した変分構造の峠点として得られる弱解について特異
点を通過する回数について評価が得られていたが，ケプラー問題など解ける場合を適用させる
と，まだその評価は最適ではないと予想された． 
一方，制限 3 体問題の非可積分性の証明は，ポアンカレが非常に強い仮定のもとで制限 3 体問
題の非可積分性を示して以来，新たな証明はなかった． ポアンカレの結果は，質量パラメータ
に関しても解析的に依存するような第一積分の非存在を示したもので，それが「3 体問題は解け
ない」と言われる元になったものであるが，質量パラメータを固定したもとで非可積分性につい
ては主張していない．3 体問題については，ラグランジュ解やオイラー解に沿った変分方程式が
Gauss の超幾何方程式に変換できるため，Morales-Ramis 理論が適用でき系の非可積分性が近
年証明されている．しかし，制限 n 体問題はそのような特殊解がないので，解析がさらに困難で
あった． 
変分法による特殊解の存在証明は 8 の字解の発見以来大きく発展してきており，多くの周期解
の存在が証明された．次の課題として，周期解以外の特殊解を求めることが考えられる．特に，
3 体問題の特別な場合である Sitnikov 問題は，そのモデルの単純さにも関わらずカオス的な振
る舞いをすることが Sitnikov, Alekseev, Moser らにより示されている． 
 
 
２．研究の目的 
 
特異点を持つポテンシャル系において，変分法により得られるエネルギー面上の弱解が特異点
を持つ回数の評価をより精密にし，最適な評価を得る． 
制限 n 体問題の非可積分性を固定したパラメータのもとで証明する． 
変分法により新たな周期解の存在を証明する．周期解だけでなく，別の特徴的な解の存在を示す．
また，それらの近傍を解析し安定性を明らかにする．特に，平面 Sitnikov 問題において多様な
軌道の存在を示す． 
 
 
３．研究の方法 
 
2000 年の 8 の字解の発見以降作用積分に関して発展してきた特異点を持つ軌道に対する評価の
手法を Jacobi-Mauperituis 軽量の変形版の汎関数に適用できる形にし，評価の精度を上げる． 
制限 n体問題に特殊解が存在するように，複素化とスケーリングを行う．そのもとで，特殊解を
見出し，その変分方程式を解析し，微分 Galois 理論を応用することで非可積分性を証明する． 
平面 Sitnikov 問題に変分法を応用して，様々な解を得る．Ortega や Offin の理論を応用して，
得られた解の安定性を調べる． 
 
 
４．研究成果 
 
特異点を持つポテンシャル系において，変分法により得られるエネルギー面上の弱解が特異点
を持つ回数の評価をより精密化できた．特にケプラー問題のような中心力の場合は解くことに
より具体的に Morse 指数が計算可能であり，その場合の解と比較することで，最適な評価まで
達していることがわかる． 
n が 3 以上の場合，制限 n 体問題のほとんどの質量パラメーターについて，非可積分性を証明
した． 
平面 Sitnikov 問題に変分法を応用し，与えられた有限記号列を実現する解を得た．また，周期
記号列に対しては，周期解が存在することも示した．記号列はかなり任意に選べるので，非常に
多様な軌道の存在を示したことになる．Ortega の結果を応用することで，得られた解が不安定
性であることもわかった． 
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