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研究成果の概要（和文）：本研究においては，ディリクレ境界条件を課したストークス方程式のグリーン関数と
固有値に対するアダマール変分公式の導出を行った．その結果，体積保存しない一般の正則な摂動条件下におい
て，速度場および圧力のグリーン関数の2次変分に対するアダマール変分公式の導出に成功した．さらに，スト
ークス方程式の多重度のある固有値に対する変分公式を構成することにも成功した．そして，その応用として，
固有値の変分から領域の幾何学的特徴を明らかにした．

研究成果の概要（英文）：In this research, our aim is to analyze the domain dependency of the Green 
function and the eigenvalues of the Stokes equations with the Dirichlet boundary condition.
As a result, we succeeded to establish the Hadamard variational formula for the Green function for 
the velocity and pressure under the general second order domain perturbations. Moreover, we composed
 the variational formula for the multiple eigenvalues, and we succeeded to apply that formula to 
clarify the topological type of the domain. 

研究分野： 偏微分方程式

キーワード： ストークス方程式　アダマール変分公式
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１．研究開始当初の背景 
アダマール変分公式は，1908 年にアダマー

ルに提唱されて以来，領域摂動問題の数理解
析的手法の重要な道具として，数多くの研究
者により研究がなされてきた．ここで，アダ
マール変分公式とは，ある楕円型方程式のグ
リーン関数や固有値などの領域に依存して
決まる関数が，領域の摂動に伴いどのような
変化をするかを記述する公式である．同公式
に関しては，特に，最も基本的な楕円型方程
式であるラプラス方程式に対して，盛んに研
究がなされてきた．実際に，Garabedian 氏，
Schiffer 氏や小沢真氏等の一連の研究によ
り，様々な境界条件下におけるグリーン関数
や固有値に対するアダマール変分公式が，正
則な摂動や位相同型でない摂動条件下にお
いて構成され，領域形状の最適化問題などへ
応用が展開されてきた． 
 一方，楕円型方程式系の一つの例であるス
トークス方程式を題材にした領域摂動問題
の考察は，その方程式の背景にある物理的意
味から考えても，非常に重要な要素を含んで
いるにも関わらず，数理解析における基礎研
究からその応用に至るまで，殆どなされてい
ないといっても過言ではない状況であった．    
近 年 に な り ， Kozono-Ushikoshi (Arch. 
Ration. Mech. Anal., 2013) により，体積
を保存するような正則な摂動条件のもと，デ
ィリクレ境界条件を課したストークス方程
式の速度場に対するグリーン関数のアダマ
ール変分公式が初めて導出された．以降，
Ushikoshi (Manuscripta Math., 2015) 等に
より変分公式の導出方法が具体的に整備さ
れ，速度場と圧力に対するグリーン関数の第
2次変分公式の導出がなされている． 
 
２．研究の目的 
ストークス方程式は，流体力学の基礎方程

式として知られている．そこで，同方程式に
対するアダマール変分公式を考察すること
で，流体力学への領域摂動問題に対する新し
い数理解析的手法を確立することが，本研究
の目的である． 
そのために，まずは一般の正則な摂動条件

下におけるストークス方程式のグリーン関
数に対するアダマール変分公式の統一的な
方法について言及し，導出の基礎的な方法論
の確立を目指す．さらに，変分公式を用いた，
領域の幾何学的特徴付けなどの応用につい
て考察する． 

 
３．研究の方法 
先行研究である Kozono-Ushikoshi(Arch. 

Ration. Mech. Anal., 2013) や Ushikoshi 
(Manuscripta Math., 2015) においては，「体
積を保存する」ような正則な領域摂動のもと，
ディリクレ境界条件を課したストークス方
程式のグリーン関数に対するアダマール変
分公式が得られている．そこで，本研究にお
いては，まずは，ストークス方程式のグリー

ン関数に対する，高次変分公式導出のアルゴ
リズムを，領域の摂動条件の一般化へ応用し，
変分公式の本質的構造を見出す．さらに，研
究対象をグリーン関数のみに留めず，固有値
についても考察を行う．具体的には，ストー
クス方程式の多重度をもつ固有値に対する
アダマール変分公式の導出を行い，実際に，
同変分公式から，「固有値の変分」と「領域
の幾何学的特徴」の関係性について解析を行
う． 
 
４．研究成果 
学術論文(1)においては，ディリクレ境界

条件を課したストークス方程式の多重度を
もつ固有値に対するアダマール変分公式の
導出を行った．ストークス方程式はラプラス
方程式とは異なり，ある領域に対して，固有
値の集合が定まるが，その固有値の集合に，
固有空間の次元が1となるような元が含まれ
るような領域が存在するかどうかは未だ明
らかになっていない．そのため，ストークス
方程式の場合には，「多重度のある」固有値
に対して考察を行うことが求められる． 
関連する先行研究としては，ラプラス方程

式について考察した Garabedian-Shiffer(J. 
Analyze Math., 1953)が挙げられるが，彼ら
は，固有値が単純であるという仮定を課して
変分公式を導出しており，故にこの手法をス
トークス方程式の場合に適用することは出
来ない．そこで，本研究においてはラプラス
方程式の多重度のある固有値に対する考察
を行った Jimbo-Kosugi(J. Math. Sci. Univ. 
Tokyo, 2009)で用いられた手法を適用する．
彼らは，近似固有関数の構成から，ミニマッ
クス法を応用し，多重度のある場合も，摂動
を加えた固有値が連続的に元の領域の固有
値に収束することを明らかした．この事実に
より，対応する固有関数の領域依存性を解析
することが可能となる．あとは，固有値と固
有関数双方の性質を用いることで，変分公式
の表現を得ている．この手法をストークス方
程式の場合に適用し，変分公式を得ることに
成功した． 
さらに，先行研究の Ushikoshi(Indiana 

Univ. Math. J., 2013)等においては，同方
程式特有の非圧縮条件を保存するために，領
域摂動に対して「体積保存」の条件を課して
いた．一方，(1)においては，piola 変換を導
入することにより，「体積保存」の条件を課
さない一般の正則な領域摂動のもと，変分公
式を導出することに成功した． 
(1)は，初めてストークス方程式の多重度

のある固有値に着目し，そのアダマール変分
公式を導出した結果であり，意義深いといえ
る． 
 
学術論文(2)では，ディリクレ境界条件を

課した場合の，正則な領域の 2次摂動に対す
るストークス方程式の速度場と圧力に対す
るグリーン関数の第2次までの表現公式の構



成に成功している．基本的なアイディアは，
Ushikoshi (Manuscripta Math., 2015) で考
察された高次変分公式を導出するためのア
ルゴリズムにあり，この手法を領域摂動条件
に応用した結果である．(2)より，領域摂動
の一般化の観点からみても，摂動した領域か
ら固定領域へ引き戻したグリーン関数の第
一変分と，元の領域上の固定点におけるグリ
ーン関数の第一変分の各点での差が，変分公
式の表現に大きく関係していることが明ら
かになった． 
 
学術論文(3)においては，学術論文(1)で得

られた変分公式の応用として，ディリクレ境
界条件を課したストークス方程式の多重度
をもつ固有値の変分から，領域の幾何学的特
徴付けについて言及した．具体的には，体積
を保存するような正則な摂動に対して，多重
度のある固有値の変分が 0になるような 3次
元有界領域が存在するならば，その領域はト
ーラスと同相であることを明らかにした． 
(3)の鍵は，やはり(1)で得られ変分公式で

ある．(1)の公式と，体積を保存した任意の
正則な摂動に対して，固有値の変分が 0にな
るという仮定から，固有関数の法線微分の長
さが境界上で定数になることが，ただちに証
明される．この事実と，領域のオイラー標数
に着目することで，定理の主張は示される． 
Miyakawa(preprint)では，特に固有値が単

純の場合を考察しているが，議論の鍵となる
(1)の公式は，単純の場合を含んでいる結果
であるため，(3)は，単純固有値の場合も含
んだ結果といえる． 
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