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研究成果の概要（和文）：非線形放物型偏微分方程式及び線形確率偏微分方程式に対するメッシュフリー選点法
の厳密な収束と，適用に有用な基底関数のクラスとグリッドについて研究を行った．その結果，これらの方程式
が全空間で定義されている場合に，収束が厳密に保証される動径基底関数のクラスとグリッド構造及び補間点数
の取り方を明らかにした．また，これらのことを数値実験においても確認した．以上の成果により，多次元の有
限期間確率制御問題及び拡散過程のフィルタリング問題に対し，相対的に高速で計算可能かつ厳密に収束が保証
される数値解法の開発に成功したことになる．

研究成果の概要（英文）：This study is concerned with rigorous convergence of meshfree collocation 
methods for nonlinear parabolic equations and linear stochastic partial differential equations, as 
well as with finding useful classes of basis functions and grid structures. For those equations 
defined on whole space, the study clarified the classes of basis functions and grid structures for 
which the corresponding approximation methods rigorously converge to the original equations. Also, 
these convergences are confined by numerical experiments. These results show that for finite horizon
 stochastic control problems and filtering problems for diffusion processes, the study reveals 
numerical methods that guarantee the rigorous convergences and need less computational time as 
compared with existing methods.  
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
 
 工学や金融・保険の問題において，連続時
間確率制御問題として定式化されるものが
多く存在する．一般に，これらの問題はハミ
ルトン・ヤコビ・ベルマン偏微分方程式（以
下，HJB 方程式と記す）や確率偏微分方程式
（以下，SPDE と記す）により記述され，こ
れらの数値解を求めることが問題解決と同
等であることがよく知られている． 
 HJB 方程式や SPDE の数値解法について
は，有限差分法や有限要素法など偏微分方程
式（以下，PDE と記す）に対するものを適用
するアプローチと解の確率論的表現に基づ
きモンテカルロ法等により計算するアプロ
ーチに大別される．これら既存の方法は全て，
高次元の問題への適用に際して困難がある
ことが知られている．例えば，有限差分法は
高次元の方程式の場合は収束を保証するた
めには強い条件が必要となり，有限要素法は
次元が上がるにつれ補間の実装が非常に難
しくなる．確率論的方法も実装は容易だが，
計算時間がかかり，条件付き期待値の計算に
おけるカーネル密度推定が次元の呪いを生
じさせる． 
 
 
２．研究の目的 
 
 本研究課題では，放物型 HJB 方程式やよ
り一般の放物型・楕円型非線形 PDE，SPDE
に対して，適当なクラスの関数で近似する解
析的近似法の開発と正当化を目指す．特に，
粘性解の意味でのみ解の存在と一意性が保
証される場合において，開発した近似法の収
束を厳密に証明すること，および，応用上の
諸問題へ実際に適用し，その性能を評価する
ことを目的とする． 基底関数近似という着
想そのものは数値解析においては常套であ
り，実際，関数のクラスを動径基底関数とす
る場合は，現在は狭いクラス，特に線形の楕
円型PDEに対して用いられている選点法に相
当する．従って，本研究は現在の選点法を一
般化し，様々なクラスの PDE に対して適用で
きるよう整備する試みと位置付けることが
できる．放物型 PDE に対しては，基底関数近
似を適用している研究はよく知られていな
い．これは収束証明の困難さに起因するので
はないかと思われる．既存研究では，古典解
の存在する線形の方程式に対して正則性を
用いて証明しているが，本研究は滑らかな解
の存在が保証されない場合，特に粘性解の意
味でのみ解の存在と一意性が保証される場
合において，収束性を厳密に証明しようとす
るものである． 
 
 
３．研究の方法 
 
(1) 平成 26 年度には，HJB 方程式に対して適

当な基底関数のクラスによる解析的近似法
（以下，これを提案法と呼ぶ）を導出し，提
案法の収束証明を試みる．基本的な接近法は，
Barles-Souganidis による単調近似法の収束
証明の議論の援用を検討することである．こ
れによれば，一般の 2階偏微分方程式の近似
解の候補を定義する作用素が単調性と（テス
ト関数による）整合性，および安定性を満た
すならば，構成された関数が方程式の一意の
粘性解に収束することを証明することがで
きる．しかし，提案法は微分の項を含むため，
明らかに単調性は満たさない． この点を解
決するため，Barles-Souganidis の単調性の
条件を近似的な意味まで緩めた上で，提案法
が定義する作用素が近似的に単調であるこ
とを示すという方針で研究を進める． 
 
(2) 平成 27 年度には，前年度に開発した証
明技術をより一般の非線形PDEに対して適用
する．特に，非線形の楕円型 PDE のクラスへ
の拡張について研究する．上述の単調近似法
についての証明技法が適用できれば拡張は
比較的容易と思われる．さらに，様々な PDE
に適用し，提案法が有効な問題のクラスをあ
る程度特定したい．提案法は滑らかな近似法
であるため，一定の正則性のある PDE で特徴
づけられる問題が特に有望である．この点を
検証する．さらに，これらの数値実験を通じ
て，より具体的な実装上の問題，特に，有効
な基底関数のクラスの選択や他の数値解法
との比較検証を行う． 
 
(3) 平成 28年度には SPDE への適用について
研究する．この場合は，粘性解の手法はもは
や使えないため，解の正則性を用いた誤差評
価による収束証明を検討する．特に，方程式
が線形の場合には解の存在と一意性および
正則性についてよく知られた結果があり，こ
れを利用すれば，確率常微分方程式の場合に
おけるオイラー・丸山近似の誤差評価と類似
の議論が適用できると考えている．さらに，
提案法をフィルタリングの問題に現れる
Zakai 方程式や Kushner 方程式に適用する． 
 
 
４．研究成果 
 
(1) 平成 26 年度では，HJB 方程式を含む一般
の非線形放物型 PDE に対し，メッシュフリー
選点法による数値解法の開発・研究を行った．
既存研究では，線形の場合や 1階の HJB 方程
式の場合に数値解法を導出し，数値的にのみ
収束を確認していたが，本研究では，より一
般の場合に適用可能なメッシュフリー選点
法を導出し，厳密に収束が保証されるための
十分条件を与えた．より詳細には，方程式が
非線形放物型PDEの場合には解の滑らかさが
期待できないこともあり，厳密な収束証明が
試みられることもなかったが，本研究は一般
の非線形放物型PDEに対するゲーム論的接近



に着目し，非線形項の近似的な sup-inf 表現
を求めることにより，粘性解の枠組みでの証
明を実現したものである．本研究で示した定
理は，非線形放物型偏微分方程式に対するメ
ッシュフリー補間法の収束に関する初めて
のものであり，この文脈における数学的基礎
を与えるものと位置づけられる．このことに
より，ファイナンスにおける最適化問題や 
ロボット等の確率制御問題に対してメッシ
ュフリー選点法を用いることの数学的妥当
性が担保されることになる．また，本研究の
成果により，これらの応用分野においてメッ
シュフリー補間法の使用が喚起され，この手
法が持つ実装の容易さや高次元問題への適
用のしやすさ等の利点を活かした実際的な
研究開発の促進が期待できる．  
 
(2) 平成 27 年度は，確率制御理論に現れる
非線形 PDE の Dirichlet 問題と線形 SPDE に
対する基底関数近似法の研究に取り組み，後
者について擬補間関数による近似法を開発
した．特に，連続時間非線形フィルタリング
に現れるZakai方程式にこの擬補間法を適用
し数値的に収束を示した．また，厳密な誤差
評価を行い，短い時間区間においては提案近
似法が理論的にも収束することを証明した．
より詳細には，理論的誤差解析については昨
年度開発した粘性解概念による技術が適用
できないため，従来から知られているソボレ
フ空間における SPDE の理論を用い，時間と
空間の離散化誤差評価を行った．端的に述べ
れば，全体の誤差は厳密解の時間離散化誤差
と各時間ステップにおける厳密解の擬補間
近似誤差の累積によって表されることを証
明した． 連続時間非線形フィルタリングに
おける既存数値計算法は実装が難しいもの
がほとんどだが，本年度研究実績により，実
装が容易で計算時間も短い近似法が提供さ
れることになり，ファイナンスや工学上の実
際的な問題解決のための有用な道具となる
ことが期待できる． 
 当初の計画では，平成 27 年度に非線形 PDE
の Dirichlet問題に対する基底関数近似法の
研究，平成 28 年度に SPDE に対する基底関数
近似法の研究を実施予定であったが，前者の
収束証明は予想以上に困難で，本年度実施研
究と平行して進め次年度に成果が出すこと
を目指すこととした． 
 
(3) 平成 28 年度は，非線形放物型 PDE 及び
線形 SPDE に対するメッシュフリー選点法の
適用に有用な基底関数のクラスとグリッド
について，数値的・理論的両方の観点から研
究を行った．この目的のため，動径基底関数
による補間理論について研究を進め，連続関
数の空間でみた場合の補間関数の作用素ノ
ルムが誤差評価において重要な役割を果た
すことを明らかにした．このノルムは多項式
補間理論におけるルベーグ定数の類似物で
あり，この場合と同様に，補間点数を大きく

するとき当該作用素ノルムは発散すること
が知られている．これに対して本研究では，
補間領域を無限に大きくするときには，補間
関数のクラスとグリッド構造及び補間点数
を適当にとることにより，当該作用素ノルム
が有界に押さえられることを厳密に証明し
た．この結果により，全空間で定義されてい
る放物型 PDE と線形 SPDE に対し，収束が厳
密に保証される動径基底関数のクラスとグ
リッド構造及び補間点数の取り方を明らか
にした．また，これらのことを数値実験にお
いても確認した．メッシュフリー選点法の実
装の容易さ，計算負荷の低さ，多次元問題へ
の適用可能性については既知であり，それに
加えて以上の成果により，多次元の有限期間
確率制御問題及び拡散過程のフィルタリン
グ問題に対し，相対的に高速で計算可能かつ
厳密に収束が保証される数値解法の開発に
成功したことになる．  
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
図: 確定的 KPZ 方程式の解析解（上），数値
解（下） 
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