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研究成果の概要（和文）：代数的組合せ論のデザイン理論的観点から、エネルギー最小化構造の探索を行った。
ユークリッド空間の中の有限点配置でモーメント一定という条件の下、多くのポテンシャル関数に対して、エネ
ルギーを最小にする構造の探索をするプログラムを作成した。そのプログラムを用いて、特に平面上で、エネル
ギー最小化構造のパターンを観察した。
球面上の調和指数デザインの有限版を、符号理論でよく研究されているハミングスキームと呼ばれる空間上で考
察し、その構成、分類を行った。

研究成果の概要（英文）：From the viewpoint of design theory in algebraic combinatorics, we carried 
out a search for minimum energy structures. Under the assumption of having the fixed moment, we 
constructed a computer program to make a search for distributions of finite points in Euclidean 
space which minimizes the energy for many kinds of potential functions. Using the program, we 
observed a pattern for the minimum energy structures on the plane.
We considered the finite version for spherical designs of harmonic index t in the space, which is 
called Hamming scheme and studied well in coding theory. In particular, we gave the constructions 
and the classifications for designs of harmonic index t in Hamming scheme.

研究分野：代数的組合せ論
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１．研究開始当初の背景 
21世紀に入り、Sphere Packing 問題の分野
で大きなブレークスルーがあった。その内二
つは代数的組合せ論の中の符号とデザイン
の相互間研究に強力な道具を与えるデルサ
ルト理論と呼ばれる方法を用いており、その
観点から、デザイン理論とエネルギー最小化
構造の関係が垣間見られていた。研究開始当
初は、本研究課題の代表者らにより、ユーク
リッドデザインとポテンシャルエネルギー
最小化との関係の研究、金属クラスター構造
解析へのユークリッドデザインの応用、
Mackay 結晶の安定構造の群論的研究などが
行われ、実際に材料科学へのデザイン理論の
応用が考えだされてきており、代数的組合せ
論による材料科学への具体的応用のさらな
る可能性が期待されていた。 
 
２．研究の目的 
球面デザインは球面上の空間への組合せデ
ザインの自然な拡張として定義され、球面全
体を近似する良い有限部分集合として、主に
代数的組合せ論の枠組みで研究が行われて
きた。しかし近年、球面デザインによるポテ
ンシャルエネルギ－最小化の研究が Cohn－
Kumar らを中心に盛んに行われ始めてきて
おり、デザイン理論の材料科学への応用が期
待され始めていた。エネルギー最小幾何構造
解析は数学に限らず、数理物理、材料科学な
ど、多くの他分野においても重要な研究テー
マの一つであり、正多面体、準正多面体、格
子など、一般的に有名な幾何構造は結晶格子
や金属クラスター構造解析などで、実際すで
に用いられているが、球面デザインは比較的
新しい概念である為、未だその構造は十分に
応用されているとは言えなかった。本研究の
目的はデザイン理論によるエネルギー最小
化構造の探索と調査にあり、さらにエネルギ
ー最小化の観点からのデザイン理論の研究
などを行い、相互間の総合的研究を行うこと
にある。 
 
３．研究の方法 
(1) 球面はコンパクト空間であるため、有限
点配置のエネルギーを距離を用いて自然に
定義出来る。一方、ユークリッド空間は有限
点配置を考えると、そこに現れる距離は無限
に大きく出来るので、エネルギーを考えるこ
とが難しくなる。本研究ではユークリッド空
間においても、有限点配置を考えるが、それ
らの全体の Moment は一定と言う条件をつけ
る。このことにより、距離は無限に離れるこ
とはできない。この問題設定の下、UOC の候
補となる例として Completely monotone ポテ
ンシャル関数全てに対して、エネルギ―を最
小にするものをコンピュータ計算により構
成する。 
 
(2) Delsarte理論はそれぞれの空間における
調和関数を用いたデザインの定式化がある。

例えば、球面であればそれらの定式化は
Gegenbauer 多項式で与えられ、ハミングスキ
ームであれば、Krawtchouk 多項式で与えられ
る。調和関数との関係は加法公式と呼ばれ、
その加法公式により、デザインとエネルギー
最小化との関係が明らかになる。調和関数を
用いることにより、エネルギー最小化構造の
調査、探索を行う。 
 
(3)Delsarte による符号とデザインに対する
アソシエーションスキームの枠組みでの研
究ではアソシエーションスキーム上の調和
解析及び、線形計画法が主な道具として、用
いられている。近年では Schrijver らの仕事
により、線形計画法の部分を半正定値計画法
に置き換えることにより、さらに精密な符号、
デザインに対する研究が行うことができる
ことが分かっている。エネルギー最小化構造
の研究にも、Schrijver の方法を適用する。 
 
４．研究成果 
（1）ユークリッド空間におけるエネルギー
最小化構造の候補としての Universally 
optimal code の定式化の研究を行い、有限点
集合の全体のモーメント一定という条件の
下、多くのポテンシャル関数に対して、エネ
ルギー最小化構造を与えるプログラムを構
成した。Universally optimal code（UOC）
とは多くのポテンシャル関数に対して、その
エネルギーを最小にする構造を言い、エネル
ギー的観点から非常にまれな幾何構造にな
っている。球面上では UOC の探索シミュレー
ションは Cohn らによりすでに実行されてい
たが、ユークリッド空間ではまだなされてな
かった。特に平面においては、s-距離集合の
研究でよく現れる三角格子の一部がエネル
ギー最小化構造の候補として現れ、頂点数が
増えていった時にある種のパターンがある
ことが観察された。 
 
(2) 東京大学の藤田誠氏、藤田大士氏らによ
る「セレノフェン配位子を用いた巨大 MnL2n
錯体の自己集合」の研究において、得られた
unexpected 構 造 が Glodlberg-Coxeter 
Constructioon (GCC)を正 8 面体に適用して
得られる構造の類になっていることが藤田
大士氏との議論により分かった。また、藤田
大士氏により作成されたコンピュータプロ
グラムで、結合された頂点間が等距離という
条件の下、正 8面体に GCC を適応して、球面
上に実現できる構造の中で、実際に合成され
たものと、球面デザインの関係が観察された。 
 
(3) 離散空間上の有限点配置のエネルギー
最小化構造の候補として、ハミングスキーム
上の調和指数 t-デザインの研究を行った。こ
の研究は九州工業大学大学院修士の堀亮太
氏との共同研究である。ハミングスキーム上
の調和指数 t-デザインを Krawtchouk 多項式
の言葉で定式化し、Delsarte 理論を用いて、



頂点数に対して自然な下界である Fisher 型
不等式を与えた。一方で、Krawtchouk 多項式
による定式化によって、与えられる頂点数に
関する線形計画問題を与え、線形計画限界式
を計算した（Delsarte 理論の標準的方法）。
上記の Fisher 型不等式において、等号が成
り立つ時、そのデザインは tight 調和指数 t-
デザインと言う。Delsarte 理論において、こ
の Fisher 型不等式で等号が成立する tight 
t-デザインの分類は重要な問題の一つであ
る。実際、球面においては tight t-デザイン
は UOC になることが知られており、エネルギ
ー最小化構造として、重要なものであること
が分かっている。本研究において、Fisher 型
不等式の整数条件を考えることにより、多く
の場合に tight 調和指数 t-デザインの非存
在を証明した。また、いくつかの tight 調和
指数 t-design の一般的構成法を与えた。 し
かし、今回与えたこれらの構成法はまだまだ
不十分で、もっと多くの構成法を与える必要
がある。 
通常の組合せデザインはジョンソンスキー
ム上のデザインと解釈され、ハミングスキー
ム上のデザインは直交配列という組合せ構
造と対応していることが知られている。しか
し、一般に、アソシエーションスキーム上の
調和指数デザインがどんな組合せ構造と対
応しているかはいまだ分かっていなかった。
本研究で、ハミングスキーム上の調和指数デ
ザインの組合せ構造の一つの特徴づけを与
えることができた。この特徴づけにより、調
和指数デザインの具体的構成を与える一つ
の指針を与えることができるのではないか
と期待している。 
 
(4) グラフが与えられた時、グラフの距離を
できるだけ保存したまま、ユークリッド空間
に埋め込む方法を考察するグラフの
Euclidean 歪みについての研究を行った。こ
の研究は歪みをエネルギーと考え、歪みを最
小化する構造（安定構造）を決定することを
目的としている。この研究は九州工業大学大
学院修士の林美香氏との共同研究である。
Linial-London-Rabinovic（1995）らはグラ
フの最小ユークリッド歪みを求める問題を
ある半正定値計画問題を解くことへ帰着さ
せ、いくつかのグラフの無限系列で最小ユー
クリッド歪みが決定されていた。また、この
結果を用いて、多くの研究者が距離正則グラ
フや Generalized polygon などのグラフで最
小ユークリッド歪みの研究が行われるなど、
グラフ理論でホットな研究対象となってい
る。本研究では、小さい頂点数のグラフに対
して、具体的に半正定値計画問題を設定し、
Matlab の Sedumi を用いて解くことで、最小
ユークリッド歪みを与える点配置を数値的
（近似的）に求め、それを用いて真の解を幾
何的に推測し、半正定値計画問題の最適解を
弱双対定理を用いて求めた。これにより、多
くの小さい頂点数のグラフの最小ユークリ

ッド歪みを与える点配置を決定した。この結
果により、多くの研究者が考えていた「最小
ユークリッド歪みを与える配置に自由度は
ない」という推察を反証する点配置を求める
ことができ、グラフのユークリッド歪みの研
究に新しい感覚を与えることができた。 
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