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研究成果の概要（和文）：本研究では、Erdos-Posa propertyをみたすグラフと、指定したグラフ並びに指定し
た数の点素な部分グラフの存在性に対する次数条件との関係性について考察した。特に、次数制約付き点素部分
グラフ問題からアプローチすることで、本研究課題に対するある種の１つの結論を与えることに成功した。さら
に、指定した数による閉路分割や指定した数の点素な星グラフの存在性に対する様々な十分条件を与えること
で、当該研究分野を進展させた。

研究成果の概要（英文）：In this research, I focused on the problem concerning relationships between 
the Erdos-Posa property and degree conditions for the existence of a prescribed number of 
vertex-disjoint subgraphs. In particular, I gave a conclusion for this problem in a sense by 
considering packing subgraphs in a graph under degree constraints. Moreover, I made progress in this
 research area by giving various sufficient conditions for partitioning a graph into cycles and for 
packing stars in a graph.

研究分野：離散数学
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１．研究開始当初の背景 
 グラフとは、頂点集合と辺集合（頂点集合
の二元部分集合の族）の組からなる構造であ
る。グラフ Hと正整数 kを固定したときに“グ
ラフ G が k 個の点素な H を含む”とは、G の
中にHと同じ構造のグラフが互いに頂点を共
有することなく k個（部分構造として）存在
することをいう。 
 1962 年に、Erdos-Posa によって、すべての
グラフ G に対して、(i) G は k 個の点素な閉
路を含む、もしくは、(ii) k のみに依存する
数（G の頂点数には依存しない数）の頂点を
G から除去することで、そのグラフが無閉路
的になる、ことが証明された。この定理は
「Packing Problem（グラフの詰込問題）」と
「Covering Problem（グラフの被覆問題）」
と呼ばれる２つの重要な問題と関係するこ
とから、上記の“閉路”を他の様々なグラフ
に置き換えた場合の考察が盛んに行われて
きた（「グラフの Erdos-Posa property に関
する研究」）。特に、それらの研究成果は理論
計算機科学におけるフィードバックセット
への応用をはじめとして、他分野への影響が
大きいことが知られている。 
 一方、Corradi-Hajnal（1963 年）によって、
グラフ Gの最小次数（各頂点に接続している
辺数の最小値）が 2k 以上あれば、Gは k個の
点素な閉路を含む、ことが証明されている。
つまり、k のみに依存する次数条件を付加す
ることによって、Erdos-Posa の定理における
(i)を常に保証することができる。この定理
を出発点として、グラフ理論では閉路以外の
様々な点素部分グラフに対して同様の研究
が行われてきた（「点素部分グラフに対する
十分条件（次数条件）に関する研究」）。しか
しながら、上記の Erdos-Posa property に関
する研究とは対照的に、後者の研究は数学的
興味を主体としたものが多いことも特徴の 1
つである。 
 
２．研究の目的 
 Erdos-Posa の定理と Corradi-Hajnal の定
理は、その結論部分を比較すると深い繋がり
があるように思われる。しかしながら、先に
述べたように、その研究は現在までにそれぞ
れ個々に進められており、両者間の関係性に
ついてはほとんど言及されてこなかった。つ
まり、“グラフ H が Erdos-Posa property を
みたすならば、点素な k個の Hの存在性を（グ
ラフの頂点数に依存しない）次数条件によっ
て保証できるのか（また、その逆は成立する
のか）”等の相互関係が明確にはなっていな
い。そこで、本研究では、両者の研究に有効
的なグラフの特徴付けや両者間の関係性を
明らかにすることで、両方の研究をグラフ理
論及び関連分野への応用へと繋げることが
目的である。 
 
３．研究の方法 
 先に述べた研究目的を達成するために、以

下の項目を具体的目標として設定すること
で本研究を遂行する。 
(1) 現在までの結果の証明法の詳細な解析 
(2) Erdos-Posa property をみたすグラフ、
並びに、（頂点数に依存しない）次数条
件によって点素部分グラフの存在性を
保証できるグラフの列挙 

(3) (2)で列挙したグラフの特徴付けと、そ
れらから得られる新たな証明法の模索 

特に、より正確な特徴付けを行うために、（1）
及び (2) の研究を重要課題とし、得られた
研究成果を研究領域内における国内外の学
会・研究集会、学術雑誌等を利用することで
積極的に公表する。 
 
４．研究成果 
(1) 「次数制約付き点素部分グラフ問題か
らのアプローチ」（雑誌論文⑨、学会発
表⑨⑩⑪） 

 1996 年に、Stiebitz によって、グラフ G
の最小次数が s+t+1 以上ならば、G に以下の
(i)・(ii)をみたす 2 個の点素なグラフ F, H
が存在することが証明された：(i) F の最小
次数は s以上である。(ii) H の最小次数は t
以上である。本研究では、最小次数条件と最
小非隣接2頂点次数和条件の関係性に着目す
ることで、この定理の“次数和版”を与える
ことに成功した。これらの結果の最も注目す
べき点は、ある固定したグラフ Hが k個点素
に存在するための次数条件を、k が 1 の場合
に帰着できることにある。実際に、上記の結
果を利用することで、k 個の点素な長さが 3
の倍数の閉路の存在性を頂点数に依存しな
い次数条件によって保証できることを示し
た。本研究に関係するグラフの族として「閉
路」や「偶数位数の閉路」が既存の例として
知られていたが、それに次ぐ新たな族を発見
することに成功した。また、上記の結果は“k
が 1の場合に帰着できる”という意味で、本
研究課題に対する1つの結論を与えた重要な
成果である。 
 
(2) 「指定点を通る点素閉路問題に対する
証明法の解析」（雑誌論文②、学会発表
④⑪⑫） 

 2010 年に、Dong によって、グラフ G の頂
点数 n が 4k 以上で非隣接 2 頂点次数和の最
小値が n+2k-2 以上ならば、G は以下の(i)・
(ii)をみたすk個の点素な閉路に分割できる
ことが証明された：(i) 各閉路は指定した k
点集合 Sの点をちょうど 1点含む。(ii) 高々
1 つの閉路を除いて各閉路の長さは 4 以下で
ある。一方、同年に、Chiba-Egawa-Yoshimoto
によって、指定した k点集合 Sが“独立”と
いう仮定の下で、Dong の定理の次数和条件と
各閉路の長さを改善できることが証明され
た。本研究では、上記 2つの定理の証明法を
詳細に解析することで、2 つの定理を繋ぐ一
般化を与えることに成功した。特に、指定点
S 内の構造の状況が次数条件と閉路の長さに



影響を与えていることを示した。 
 
(3) 「二部グラフ上の点素閉路と有向グラ
フ上の点素有向閉路の関係性」（雑誌論
文④、学会発表①③④⑤） 

 1997 年に、Brandt らによって、グラフ G
の頂点数 n が 4k 以上で非隣接 2 頂点次数和
の最小値が n 以上ならば、G は k 個の点素な
閉路に分割できることが証明された。本研究
では、完全マッチングをもつ二部グラフに焦
点を当てることで以下を証明した：頂点数 n
が十分に大きい均衡的二部グラフGの互いに
異なる部集合に属す非隣接2頂点次数和の最
小値が n/2+2 以上ならば、G の任意の完全マ
ッチング M に対して、G は M の辺をすべて通
る k 個の“長い”閉路に分割できる。特に、
本研究成果が上記 Brandt らの結果の一般化
であることも示した。さらに、この結果から
「二部グラフ上の点素な閉路」と「有向グラ
フ上の点素な有向閉路」の関係性が得られる
ので、本研究課題を有向グラフ上の話へと発
展させる重要な成果でもある。 
 
(4) 「ハミルトン閉路の存在性に対する次
数条件」（雑誌論文⑩⑪⑫、学会発表⑦
⑧⑭） 

 本研究課題の特殊ケースに対する研究の
１つとして、ハミルトン閉路（与えられたグ
ラフ G の全頂点を通る“1 個の”閉路）の存
在性を保証するための十分条件について考
察を行った。特に、(i)クローフリーグラフ
上のハミルトン閉路の存在性に関する
Mattwes-Sumner 予想（1984 年）・Thomassen
予想（1986 年）と、クローフリーグラフ上の
Tutte 閉路の存在性に関する Jackson 予想
（1992 年）、並びに、3-正則グラフ上の長い
閉路の存在性に関する Bondy 予想（1989 年）
の強弱関係を与えた。(ii) グラフ上の最長
閉路と独立4頂点次数和の最小値との関係性
を与えた。(iii) ハミルトン閉路と独立数，
次数和の関係性に関するOzeki-Yamashita予
想（2008 年）の肯定的な解決を与えた。 
 

(5) 「ハミルトン閉路の緩和構造の存在性
に対する次数条件」（雑誌論文⑥⑦） 

 与えられたグラフGのすべての辺と接続し
ている閉路を Gの辺支配閉路と呼び、辺支配
閉路はハミルトン閉路を緩和した構造の１
つとして知られている。本研究では、辺支配
閉路を保証するための禁止部分グラフ条件
を与えた。特に、閉路分割の場合とは異なり、
辺支配閉路の存在性に対する最良な禁止部
分グラフのペアの中にはクローを含まない
ものが存在することが分かり、禁止部分グラ
フの観点で閉路分割との差を明らかにした。 
 

(6) 「点素星グラフの存在性に対する次数
条件と星グラフの性質」（雑誌論文①③、
学会発表②） 

 点素な星グラフ（高々1 つを除いてすべて

の頂点の次数が１の木）の存在性に対する次
数条件について考察し、星グラフと完全グラ
フの Ramsey 数を利用することで 2008 年の
Fujita 予想を部分的に解決することに成功
した。一方で、星グラフを誘導部分グラフと
して禁止したグラフの族の構造的特徴につ
いても考察を行い、異なる禁止部分グラフ条
件の“差”について新たな知見を見出した。 
 

(7) 「点素星グラフ問題とマッチング問題
の比較」（雑誌論文⑤⑧、学会発表⑦⑬
⑮⑯） 

 点素な星グラフの特殊ケースの１つとし
て、グラフのマッチング問題について考察を
行った。その中でも、スケジューリング問題
への応用が期待される 2008 年に Alspach に
よって導入されたグラフの Matching 
Sequencibility に焦点を当て、グラフの辺数
と最大次数の観点から上界と下界を与えた。 
特に、一般の星グラフの場合とは異なり、グ
ラフの彩色を用いたシンプルな証明を与え、
さらには、Matching Sequencibility とハミ
ルトン閉路との関係性も与えた。 
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