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研究成果の概要（和文）：本研究で得られた主な成果を以下に挙げる。１）どのような(d,m)に対して"任意の射
影平面の5-連結三角形分割がdistance d m-extendableである"という命題が成り立つかという問題について、唯
一解明されていなかったd=4の場合が解決された。２）5-連結平面グラフで三角形でない面が2つ以下であるよう
なグラフにおける距離条件を用いたマッチング拡張性に関して、他の研究グループの先行研究では得られていな
かった最善の値を導くことに成功した。３）局所連結度の高い偶数頂点のスターフリーグラフにおいて、どの2
辺間の距離も離れているようなマッチングが拡張的であることが示された。

研究成果の概要（英文）：The following is the main part of the results obtained in this research. 
Firstly, as for the problem of determining whether every 5-connected projective planar triangulation
 is distance d m-extendable or not, we solved the d=4 case. Secondly, in 5-connected planar graphs 
with at most two non-triangular faces, we obtained the best threshold on distance matching 
extendability, which was not shown in the former research. Thirdly, it turned out that highly 
locally-connected star free graphs of even order have the property such that every matching in which
 the edges lie pairwise distance far apart is extendable.

研究分野： 数物系科学
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１．研究開始当初の背景 
（１）頂点数が 2m+2 以上の偶数であるグラ
フ G において、どのｍ本からなるマッチング
M についても M を含むような完全マッチン
グが存在するとき、G は m-extendable であ
るという。また、「m 本からなるマッチング
M で、どの 2 辺も距離が d 以上離れているも
の」をどのように選んでも M を含むような完
全マッチングが存在するとき、G は distance 
d m-extendable であるという。Aldred と
Plummer による数篇の論文に端を発し、「ど
のような閉曲面の」任意の 5-連結三角形分割
が「どのような(d,m)に対して」distance d 
m-extendable になるか、という研究が近年
なされてきたが、射影平面においては上記の
(d,m)が完全決定されていなかった。 
 
（２）”あるグラフの族に含まれる任意のグラ
フは、任意の m に対して distance d 
m-extendable となる”という d が存在する
ような無限個のグラフの族を要素とする集
合族 H について、これまでの研究では位相幾
何学的な側面からの特徴づけしかなされて
おらず、他のグラフの構造による H の解明が
なされていなかった。特に、3-連結 3-正則グ
ラフ全体は上記の H の要素とならないが、ど
のような 3-連結 3-正則グラフの部分集合が
H に含まれるかについては、Aldred と
Jackson による論文で近いテーマの研究がな
されていたにもかかわらず、知見が全く得ら
れていない状況であった。 
 
（３）閉曲面上に、どの辺も他の辺と高々1
回交差するように描画できるグラフを 1-平
面的グラフという。頂点数が n の 1-平面グラ
フの辺の数は高々4n-8 となることが知られ
ているが、この上界を達成するグラフは最適
1-平面グラフと呼ばれている。1-平面グラフ
は辺の縮約に関して閉じていないグラフの
族であるため、既存のマッチング理論におけ
る手法が使えず、それが 1-平面グラフのマッ
チング拡張性に関する研究の障壁となって
いた。 
 
２．研究の目的 
3-連結 3-正則グラフは、グラフ理論研究の根
幹をなす重要なグラフの族であり、計算機を
用いない証明が知られていない「四色問題」
を始めとする多くの有名な予想が 3-連結 3-
正則グラフに帰着される。また、分子構造を
表すグラフの族が 3-連結 3-正則グラフに含
まれるなど、応用面から見ても重要なグラフ
の族である。したがって、3-連結 3-正則グラ
フの持つ性質をより多く解明することは重
要な研究課題となる。また、閉曲面上の 3-
連結 3-正則グラフの双対は三角形分割とな
るため、三角形分割の構造を調べることも必
然的に重要となる。 
 
３．研究の方法 

（１）どのような(d,m)に対して"任意の射影
平面の 5-連結三角形分割が distance d 
m-extendable である"という命題が成り立つ
かという問題について、平面グラフにおける
同様の結果で用いられた手法を再考察し、射
影平面上での議論における問題点を洗い出
した。その結果、骨格となるグラフが平面的
でない場合は平面グラフと同様の議論が可
能であり、差異はオイラー数にのみ現れるこ
とが得られた。一方、骨格となるグラフが平
面的である場合には、メビウスバンドを含む
面において射影平面特有の議論が必要にな
ることがわかったため、精密な議論の上その
困難を打破した。 
 
（２）上記のグラフの集合族Ｈについて、局
所的なblow-up操作に関して閉じているグラ
フの族はＨに含まれないという考察のもと、
新たなＨの要素の探索を行った。その中で、
局所連結度や 3-連結 3-正則グラフにおける
局所構造といった、この問題と相性のよい性
質が得られたため、それらを精査し、どのよ
うな条件を満たせばＨの要素となるかを究
明した。 
 
（３）1-平面グラフは辺の縮約について閉じ
ていないグラフの族であるため、マッチング
理論における基本的な手法である Bipartite 
Distillation がそのまま適用できなかった。
そこで、最適 1-平面グラフに Bipartite 
Distillation を適用した際に起こるグラフ
の変化を精査し、適用後のグラフにおける有
用な位相幾何学的特徴を見出した。 
 
４．研究成果 
（１）どのような(d,m)に対して"任意の射影
平面の 5-連結三角形分割が distance d 
m-extendable である"という命題が成り立つ
かという問題について、唯一解明されていな
かった d=4 の場合が解決された。 
 
（２）5-連結平面グラフで三角形でない面が
2 つ以下であるようなグラフにおける距離条
件を用いたマッチング拡張性に関して、他の
研究グループの先行研究では得られていな
かった最善の値を導くことに成功した。 
 
（３）局所連結度の高い偶数頂点のスターフ
リーグラフの族が、上記の集合族Ｈの要素と
なることが示された。これは、Ｈに関する研
究の中で位相幾何学的な性質を用いない初
めての結果となる。 
 
（４）3-連結 3-正則グラフの中で、どの辺も
長さの短いサイクルに含まれるという性質
を持つものの集合が上記のＨに含まれるで
あろうという強い感触が得られた。これが正
しかった場合、Aldred-Jackson の結果と対照



的なものとなり、非常に興味深い。 
 
（５）最適 1-平面グラフのマッチング拡張性
に関する知見が得られた。特に、最適 1-平面
グラフが 2-extendable、3-extendable にな
るための必要十分条件が得られた。 
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