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研究成果の概要（和文）：微分作用素の固有値問題は数学の研究において最も基礎的な研究課題の一つであり、
古くから多くの研究がなされてきました。固有値の上界評価は容易に得られますが、固有値の厳密な下界を求め
るのは非常に困難な問題として残されてきました。本研究では、一般的な自己共役コンパクト微分作用素の固有
値問題に対して汎用的な固有値評価方法を提案した。当該方法の特徴として、適合有限要素に限らず、非適合有
限要素法で得た近似固有値の誤差にも厳密に評価することができます。提案方法の応用例として、重調和微分作
用素、Stokes微分作用素、Steklov微分作用素の固有値の厳密な評価が得られました。

研究成果の概要（英文）：To give lower and upper bounds for the eigenvalues of differential operators
 is one of the fundamental problems in the history of mathematics. On the opposite side of 
easy-to-obtain upper eigenvalue bounds, it is difficult to provide lower eigenvalue bounds for the 
operators. In this research, the researcher proposed a general framework to bound eigenvalues of 
differential operators, which can be performed along with the conforming finite element method (FEM)
 or the non-conforming one. Such a framework has been successfully applied to provide explicit 
bounds for the eigenvalues of the Biharmonic operator, the Stokes operator and the Steklov operator.
 One feature of proposed eigenvalue estimation is that, it takes the advantages of the nice property
 of special non-conforming finite element methods, such as the Crouzeix-Raviart FEM, the 
Fujino-Morley FEM, to give concise and efficient lower eigenvalue bounds evaluation.
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研究成果の学術的意義や社会的意義
微分作用素の厳密な固有値評価は非線形方程式の解の計算機援用存在証明などの研究に重要な役割を果たしてい
ます。本研究で提案した固有値の評価方法によって多くの微分作用素の厳密な固有値評価が可能となり、当該方
法が数値計算の品質保証や計算機援用証明の難題解決に貢献できると思われます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
（１）研究開始の当初では、板の振動などの数理モデルと数値解析に現れる重調和微分作用素
について、微分作用素の固有値の厳密な下界評価方法はまた開発されていないという状況でし
た。 
 
（２）研究代表者の劉の先行研究（引用文献①）では、有限要素法によるラプラス作用素の厳
密な固有値評価方法が世界初提案されて、当該方法の他の固有値問題への拡張及び高精度な固
有値評価が望まれていました。 
 
２．研究の目的 
重調和微分作用素の固有値に対して、最小の固有値から順番に固有値の厳密な上界と下界評価
を提供することが研究の目的です。特に、固有値の上界が適合有限要素などの方法によって効
率的に評価できる反対側に、固有値の下界評価は難しい課題として、本研究で解決したい問題
です。 
 
３．研究の方法 
（１）本研究では、ラプラス作用素の固有値評価の先行研究で開発した方法を拡張して、一般
的な自己共役微分作用素の固有値問題を考えます。固有値問題に関わる関数空間に対して、有
限要素法で構成した有限次元の空間で近似して、元々の関数空間から有限要素空間までの射影
作用素の事前誤差評価を利用して、固有値の厳密な下界誤差評価理論を構築します。 
 
（２）重調和微分作用素の固有値問題に対して、Fujino-Morley 有限要素法という非適合有限
要素法を用い、Fujino-Morley 射影作用素の誤差評価を求めます。さらに、固有値の厳密な下
界誤差評価理論を応用して、重調和微分作用素の固有値の厳密な評価を提供します。 
 
４．研究成果 
（１）本研究では、研究代表者の劉の先行研究で開発したラプラス微分作用素の固有値問題の
固有値評価方法（引用文献①）を拡張して、一般的な自己共役コンパクト作用素の固有値問題
に対応する固有値の厳密な評価方法を提案した。この方法は引用文献①で使用された適合有限
要素法に限らず、連続性のない非適合有限要素法にも対応できます。さらに、Raviart-Thomas
要素や、Fujino-Morley 要素など特殊な非適合有限要素を利用することで、適合有限要素より
軽い計算で固有値の厳密な下界評価が得られます。この結果は２０１５年論文⑦で発表され、
これまでに（２０１９年６月現在）６０回以上の引用があり、多くの研究者に影響を及ぼして
います。 
 
（２）論文⑦で提案した方法を重調和微分作用素の固有値評価を評価するとき、Fujino-Morley
有限要素法で現れる補間作用素の２つの誤差評価定数の具体的な値が要求されています。研究
代表者は当該定数の最適な値を評価して、重調和作用素の効率かつ厳密な固有値評価をえまし
た（論文②）。特に、誤差定数の最適な評価結果によって、三角要素が崩れる場合（最大内角が
180 度に近い）でも補間関数の誤差が抑えられることが分かりました。 
 
（３）Lagrange 補間方法と Fujino-Morley 補間方法の誤差評価に現れる重調和微分作用素の固
有値を評価して、補間関数の誤差定数の算出方法を提案した。論文②では、任意形状を持って
いる三角要素における２次 Lagrange 補間関数の誤差評価の定数について、Fujino-Morley 要素
の計算方法と論文⑦で提案した固有値評価理論によって、定数の高精度な評価方法を開発して、
いつくかの具体的三角形に対して定数の厳密な値の評価を得ました。論文⑤では、１次補間関
数と Fujino-Morley 補間関数の誤差定数を検討した。 
 
（４）研究成果（１）の応用として、論文⑦で提案した固有値評価理論と Enriched 
Raviart-Thomas 有限要素法を利用して、Stokes 微分作用素の固有値評価方法を提案した。
Stokes微分作用素の固有値問題は非線形方程式Navier-Stokes方程式の解の検証に重要な役割
を果たしています。研究代表者は Enriched Raviart-Thomas 有限要素法の事前誤差評価の定数
の最適な評価を求めて、Stokes 作用素の厳密な固有値評価を得ました（論文⑥）。 
 
（５）研究成果（１）の応用として、Steklov 微分作用素の固有値評価方法を検討した。Steklov
微分作用素の固有値問題の例として、Sobolev 関数空間のトレース定理に現れる定数の評価が
Steklov 微分作用素の最小固有値の評価に帰着することが挙げられます。研究代表者は論文⑦
で提案した固有値評価理論と Raviart-Thomas 有限要素法を利用することで、Steklov 微分作用
素の固有値を評価して、トレース定理に現れる定数の厳密な評価を得ました（論文①）。 
 
（６）Raviart-Thomas 有限要素法の事後誤差評価を検討して、Hypercircle 方法によって解の
特異性にも自然に対応できる事後誤差評価を提案した（論文④）。さらに、Hypercircle 方法を
利用することで、Neumann 境界条件に現れる近似誤差を対応できる適合有限要素法の事前誤差



評価を検討した。この事前誤差評価は Steklov 固有値の厳密評価にも使用されます。 
 
（７）重調和微分作用素の高精度な固有値評価について、Kato-Lehmann-Goerisch の定理と高
次有限要素法を利用することで、高精度な固有値評価を数値実験で確認した。ただし、論文の
作成は遅れましたので、当該研究成果を 2019 年度にまとめて投稿する予定です。 
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① 補間関数の誤差定数のオンライ計算サービスと計算コードの配布。 
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