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研究成果の概要（和文）：本研究の目的は、粘性と弾性の両方の性質をあわせもつ流体である非ニュートン流体
に対して、特性曲線に基づく有限要素スキームの開発・解析・シミュレーションを行うことです。そのために、
Navier-Stokes方程式のための圧力安定化特性曲線有限要素スキームの最良誤差評価を得た上で、同スキームを
非ニュートン流体のひとつである Peterlin モデルに応用し、非線形スキームと線形スキームを提案しました。
ある単純化したPeterlinモデルについて、両スキームの最良誤差評価を得ました。それらを数値計算結果と併せ
てまとめた論文は、雑誌 ESAIM: M2ANに掲載されました。

研究成果の概要（英文）：The purpose of this research is development, analysis and computation of 
Lagrange-Galerkin schemes for non-Newtonian fluid flow models, where the meaning of 
Lagrange-Galerkin scheme is a finite element scheme based on the method of characteristics. For that
 purpose, we proposed nonlinear and linear Lagrange-Galerkin schemes for a non-Newtonian fluid flow 
model called the Peterlin viscoelastic model after the establishment of the optimal error estimates 
of the stabilized Lagrange-Galerkin scheme for the Navier-Stokes equations. We finally obtained the 
optimal error estimates of the two Lagrange-Galerkin schemes for a simplified (Oseen-type) Peterlin 
viscoelastic model. The theoretical results as well as numerical results were summarized in the two 
papers published in the journal ESAIM: M2AN.

研究分野： 数値解析
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１．研究開始当初の背景 
	 特性曲線法は、流体粒子の軌跡を考えてそ
の軌跡に沿って物質微分項を離散化する手
法で物理的視点から自然な数値解法です。そ
の自然な離散化に起因して、高 Reynolds 数
問題に適用可能で比較的精度も良く、また、
得られる連立一次方程式の係数行列が対称
なため、その求解に要する時間とメモリを半
減できるという長所をもっています。特性曲
線有限要素法は特性曲線法と有限要素法を
組み合わせた数値解法です。有限要素法がも
つ領域形状への柔軟性を併せ持つため、ニュ
ートン流体で支配される流れ問題の強力な
数値解法のひとつであるといえます。その有
用性から、特性曲線有限要素法の非ニュート
ン流体へ応用・拡張が期待されていました。	
 
 
２．研究の目的 
	 ニュートン流体の代表的なモデルである
Navier-Stokes 方程式は多くの流れ現象の理
解に利用されており、流体分野における最も
基本的なモデルであると認知されています。
それゆえに多くの数値計算法が提案されて
おり、安定性や収束性といった数学的正当性
についての理論整備も進んでいます。当然、
非ニュートン流体に対しても研究は進んで
おり、いくつかの非ニュートン流体モデルに
対して、数値解法が提案され、シミュレーシ
ョンもなされています。しかしながら，方程
式の複雑さや、より強い非線形性から、数学
的正当性についての理論整備は十分ではあ
りませんでした。本研究の目的は、非ニュー
トン流体のための特性曲線有限要素スキー
ムの開発と解析と数値計算を行うことです。	
 
 
３．研究の方法 
	 具体的な非ニュートン流体として、例えば、
ポリマーや関節の滑液などに対して用いら
れる粘弾性モデルとして知られた FENE-P、
Oldroyd-B、Giesekus、Petelin モデルなどを
考えます。これらの粘弾性モデルでは、
Navier-Stokes 方程式に、弾性効果を表すコ
ンフォメーション（配向）テンソルについて
の非線形方程式が加わります。コンフォメー
ションテンソルの効果によりニュートン流
体にはない弾性的な性質を示します。コンフ
ォメーションについての非線形方程式を考
慮しながら、流速の最大値および一階導関数
の最大値を帰納的に評価できるようにスキ
ームを構築します。	
	
	
４．研究成果	
我々はすでに開発・解析したニュートン流
体のための圧力安定化特性曲線有限要素ス
キームを非ニュートン流体のひとつである	
Peterlin	モデルに応用してスキームを提案
しました。すでに述べたように同モデルでも、

Navier-Stokes	方程式に、弾性効果をあらわ
すコンフォメーションテンソルについての
非線形方程式が加わります。提案したスキー
ムは２つあり、ともに、流速・圧力・コンフ
ォメーションテンソルの全てを区分的に線
形な要素で近似しており、自由度が少ないと
いう長所を持っています。一方はモデルがも
つエネルギー評価をスキームにおいても離
散的に実現する非線形スキーム、他方はより
容易に数値計算ができる線形スキームです。
Peterlin モデルの Oseen 型モデルにおいて、
両スキームの誤差評価を与えることに成功
しました。それらを数値計算結果と併せてま
とめた論文は、雑誌	ESAIM:	M2AN	に掲載さ
れました（[雑誌論文](1)、(2)）。ここに、
Oseen 型とは、非線形移流項を線形化したと
いう意味ですが、依然として移流項は存在し
ており、また、複数の非線形項は残ったまま
です。特に、時間発展する粘弾性流体モデル
について、圧力の誤差評価を与えたのは世界
初であり、本研究における特記すべき成果で
あると考えています。	
 なお、特性曲線有限要素法は国際的には、
Lagrange-Galerkin 法と呼ばれることが多く、研
究代表者も研究期間の途中から同名称を採用
することにしたため、以下の「５．主な発表論文
等」において特性曲線有限要素法ではなく
Lagrange-Galerkin 法が使われています。 
	
	
５．主な発表論文等	
（研究代表者、研究分担者及び連携研究者に
は下線）	
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