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研究成果の概要（和文）：実施者らの既往研究では，データの空間相関を考慮した欠損データの補完方法を提案
した．しかし，そこでは，被説明変数yの空間相関のみが考慮され，説明変数Xの欠損復元においては，変数間の
相関情報のみが利用されていた．そこで本課題では，Xの復元においても，空間情報を利用する形のモデル開発
を行った．その結果次の2点が明らかになった．[1]空間情報を用いることで，正の空間相関の強い連続変数（例
えば，賃料，アクセシビリティ）については，補完正確度を大きく向させられる可能性がある．[2]局所的な変
動が大きい変数，例えば床面積や築年数については，空間情報の導入が逆にRMSEやバイアスの悪化を引き起こす
場合が多い．

研究成果の概要（英文）：We developed new imputation method for spatially dependent missing data. The
 method attempts to apply spatial information to the prior distribution of missing values. We found 
that [1] By using spatial information for prior distribution, the imputation accuracy of some 
spatially auto-correlated explanatory variables can be improved (e.g., rent price, accessibility 
index). [2] Prior spatial information on missing data may not be effective for variables with a high
 {nugget/sill} ratio; in other words, the measurement error and/or micro-scale variation is dominant
 in total variation (e.g., FAR(Ratio) and age).

研究分野： 土木計画学

キーワード： 地理情報　空間相関　欠損データ

  ２版



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
データ欠損は，分野を問わず大きな課題で

ある．例えば，不動産データでは，マンショ
ンが有する設備の一部は非公開である場合
があるし，経済調査においては，回答項目が
多岐にわたることもあり，記入漏れや記入誤
りが生じやすい．このような欠損データへの
対処法として，最も標準的に用いられている
手法は，欠損を含むデータは捨て去るという，
リストワイズ除去と呼ばれる手法である．
King et al. (2001) の調査によれば，93～97 年
に彼らが調査した政策科学系の雑誌では，
94%の研究で同手法による対応が行われてい
たと指摘されている．しかし，リストワイズ
除去が有効なのは，MCAR（missing completely 
at random）が成り立つ場合，すなわち欠損す
るかどうかが変数自身や他の変数に依存せ
ず，完全にランダムであるという，極めて限
定的なケースのみであり，MCAR が成り立た
ない場合，モデルのパラメータ推定値に深刻
なバイアスが発生する可能性がある． 
これに対して，統計学の分野では，多重代

入法と呼ばれる有効な代替案が提案されて
おり，わが国でも経済調査の欠損値補完に用
いるような動きも出てきている．実施者らは，
堤ら (2008)，Seya and Tsutsumi (2011) におい
て，ベイズ統計学をベースとした，回帰モデ
ルに基づく多重代入法のアルゴリズムと位
置づけられる Knight et al.(1998) の手法の，空
間統計モデルへの拡張を行った（以下，空間
MCMC法[マルコフ連鎖モンテカルロ]と称す
る）．土木計画分野で用いられることの多い
データ，例えば人口データや不動産データに
は，「距離の近いデータが似たような傾向を
示す」という空間的自己相関（以下，簡単に
空間相関と称す）と呼ばれる性質があり，実
施者らの提案した空間 MCMC 法では，この
特性が明示的に考慮されている．その結果， 
A）リストワイズ除去との比較で，パラメー
タ推定値のバイアスの縮小と精度（precision）
の向上 
B）Knight et al.(1998) との比較で，被説明変
数 y の欠損補完精度の大幅な向上（約 25%） 
が達成できることを示した．計量地理学の第
一人者であるケンブリッジ大学の Robert 
Haining は， 著書 Haining (2003) において，
“No methods appear to have been developed in 
the spatial literature to deal with missing values 
in the explanatory variables or the explanatory 
and the response variables.” と指摘しており，
この点において，被説明変数 y と説明変数 X
の欠損どちらにも対応できる申請者らの空
間 MCMC 法は新規性を持つと考えられる．
また，空間 MCMC 法は，回帰モデルをベー
スとしているため，パラメータ推定とクリギ
ングと呼ばれる任意点におけるデータの内
挿（予測）を，欠損値の不確実性を考慮しな
がら同一フレームで実行できるという点も
大きな利点である． 
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２．研究の目的 
一方で，空間 MCMC 法は，いくつかの改

善すべき課題を持っていた．本課題では，「空
間情報を欠損補完に利用する」という視点か
らモデルの改良を行うことを目的に実施し
たものである． 
 
３．研究の方法 
堤ら (2008)，Seya and Tsutsumi (2011) では，

被説明変数 y の空間相関のみが考慮され，説
明変数 X の欠損復元においては，既往の多く
の手法同様，変数間の相関情報のみを利用し
ていた．これは，地点 i におけるある説明変
数 x1i が欠損しているとき，x1i を，別の変数
x2i との相関情報を用いて復元するアプロー
チである．しかし，欠損値にも，「距離の近
い欠損値には似たような傾向がある」という
空間相関が存在すると考えられ，これを明示
的に考慮することで欠損値補完の精度を向
上させられる場合も多いと考えられる．そこ
で本課題では，観測された説明変数の空間内
挿（クリギング）によって得られる予測分布
を欠損説明変数の事前情報として利用する
ことで，この点の改良を試みた．具体的には，
欠損説明変数の復元において，事前情報を 
[A] 用いない場合（事前分布が定数） 
[B] 観測標本の平均と分散に基づく正規分布
で与える場合 
[C] クリギングで与える場合 
を比較し，どのような状況下で空間情報が有
用になりうるか，実際の不動産データを用い
て，定量的に明らかすることを目的とした．
通常のベイズ統計分析では，主観性を排除す
るために，可能な限り無情報な事前分布を用



いることが多い．しかし，欠損補完において
は，利用できる情報は積極的に利用して精度
を上げることが重要であると考えられ，本課
題ではこの点についての検証を行ったもの
である． 
 
４．研究成果 
得られた主要な結果は，次の 2 つに集約で

きる． 
 
[1] 空間情報を用いることで，正の空間的自
己相関の強い連続変数（例えば，賃料，アク
セシビリティ指標など）については，補完正
確度を大きく向上させられる可能性がある． 
 
[2] ナゲット/シル比（局所的な変動や測定誤
差）が大きい変数，例えば床面積や築年数な
どについては，空間情報の導入が欠損復元に
おける RMSE や回帰係数のバイアスの悪化
を引き起こす場合が多く，事前情報を導入せ
ず，データの相関情報のみから復元を試みる
ことが有用な可能性がある． 
 以下では，開発したモデルの具体的なアル
ゴリズムについて説明する． 
本課題では，次式に示される地球統計モデル
をベースモデルとして用いた． 
 ),(~ Xy N ; (1) 

ここで，y は 1n の従属変数ベクトル，X は
kn の説明変数行列，は 1k のパラメータ

ベクトルである．分散共分散行列は，
2+2H()，と定式化する．ここで，I
は n×n の単位行列，H はその i, j 要素を相関
関数で与える n×n の相関行列，2，2，は
それぞれナゲット（nugget），パーチャル・シ
ル（partial-sill），レンジ（range）と呼ばれる
パラメータである．ナゲットとパーシャル・
シルの和は，シル（sill）と呼ばれる．のi , 
j要素：ij は，例えば球型（spherical）の共
分散関数 C(dij)を用いた場合
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で与えられる．ここで，dijは，地点 i, j 間の
ユークリッド距離を示す（ただし，等方性を
仮定）．このように，地球統計モデルでは，
分散共分散行列を距離の関数で直接構造化
するアプローチをとる．  
今，共分散関数のパラメータをベイズ推定

するにあたり，パラメータ集合= (  , 2, 2, 

 )  に関する事前分布は独立，すなわち

p()=p()p(2)p(2)p()を満たすとしよう．こ

こで，ベイズの定理p(|y) f (y|)p()より，

事前確率密度関数を尤度関数 f と合成するこ

とで各パラメータの事後確率密度関数を求

めることができる．ここで，計算の都合上，

式 (1) を，次のような条件付きモデルに書き

換える． 

 ),(~,,| 22 IXy   N ; (3) 

))(,(~,| 22  H0N ; 

ここで，は空間ランダム効果 )( is からなる

1n のベクトルである．このような階層ベイ

ズモデルとして定式化することで，分散パラ

メータに関する条件付き事後分布が簡単な

形で書けるようになり，MCMC 計算が簡便に

なる． 

事後確率密度関数は，次式のような事前確

率密度関数と尤度の積に比例する． 

 )()()()(),|(),,|( 2222  ppppff y ; (4) 

ここで，各パラメータの事前分布を，

)(  N , 2 ~ IG(a/2, b/2), 2 ~ IG(a/2, 

b/2),  ~ IG(a/2, b/2)と設定する．ただし，

IG(a,b)は，a を形状，b を尺度の超パラメー

タとする逆ガンマ分布を示す．各超パラメー

タは，   = 0,  = 105 × I, a= a= 

a= 2.1，b= b= 0.55，b= 16.5 と設

定した．これらの事前分布と式 (3) より，各

パラメータに関する条件付事後分布が，次式

のように求められる． 

 ),(~,,,| 2  NXy ; (5) 

 ),(~,,,,| 22 Fy  N ; (6) 

 )()(,~,,|2   XyXyy  bnaIG ; (7) 

   )(,~,| 12  
 HbnaIG ; (8) 







    )(

2
1

exp
||

)(
),|( 1

22/1
2 


 H

H
p

p ; (9) 

ただし， 







 






  


   1

2

1
1

2 )(
11

EyXEXX


; 

1
1

2
1 

 





  EXX 


 ; 







 






 


 )(

1
)(

11
2

1
1

22  XyHI





 ; 

1
1

22 )(
11 

 





  


HIF . 

条件付き分布の式から分かるように，レンジ

otherwise
dif

dif

ij

ij






0



パラメータ以外は，条件付事後分布が標準

的な分布となっており，容易に乱数を発生で

きる（ギブズ・サンプラー）．しかしながら，

に関する事後分布は標準的な分布とはなっ

ておらず，MH アルゴリズムなどを用いる必

要がある．本研究では，MH アルゴリズムの

うち，実装が比較的容易な酔歩過程を用いる

こととする．具体的には，t を MCMC シミュ

レーションのステップ番号としたとき， 

 ),0(~)ln()ln( 2
,

)1(*  Ntt
t   ; (10) 

からの候補を発生する．採択確率は， 
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で与えられる．パラメータ2 は，採択確率

がおおよそ 40~50%程度となるように，試行

錯誤で決定した． 

ここまで，地球統計モデルの完全データ

（full data）ケースにおけるパラメータのベイ

ズ推定方法について説明してきた．以下では，

これを欠損データを含む場合に拡張する．

Knight et al. (1998) は，上述したようなベイジ

アン MCMC 法の枠組みの中で，欠損復元を

行 う 方法を 提 案した ． この方 法 は ，

imputation-posterior (IP) 法と呼ばれる多重代

入法実行の代表的アルゴリズムのひとつで

あるが，Knight et al. (1998) の方法の特徴的な

点は，回帰モデルの枠組みで yと Xを明示的

に分離し，両者の欠損復元を可能にしている

点である．以下ではまず，この方法を説明し，

次項においてそれを地球統計モデルに拡張

した Seya and Tsutsumi (2011) の手法を説明

する．なお，Seya and Tsutsumi (2011) はカテ

ゴリカル変数の欠損に対応しておらず，また，

定式化自体も MCMC 計算の効率性の観点か

ら本課題で改良を試みた．今，次のような簡

単な線形回帰モデルを考えよう． 

 ),0(~ , 2
02211  Nxxy iiiii  .  (12) 

まず，欠損データが無いものと仮定しよう．

こ の と き 尤 度 関 数 は ，

]2/)(exp[)()|( 2
02211

2/2    
iii

n xxyf y

で与えられる．ここで， ),,,( 2
021   は

パラメータ集合である．ベイズの定理より，

 への事前確率密度関数と尤度の積として，

事後確率密度関数が )()|()|(  pfp yy  と

得られる．今，事前確率密度が p() = p(1, 2, 

0)p(2)で与えられ，p(1, 2, 0) = 1（定数），

2~IG(a,b)を満たすと仮定する．このとき，

各パラメータの条件付き事後分布は，次式に

より与えられる（rest は，注目する変数以外

の変数からなるベクトルを示す）． 
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これらの条件付き分布より，ギブズ・サンプ

ラーを用いて標本を発生させれば，事後分布

の評価が可能になる． 

次に，欠損がある場合について考える．今，

y1 と x12 が両方欠損していると考えよう．こ

こでは，これらは連続変数とする．このとき，

これらも「推定すべきパラメータ」と見れば，

パラメータ集合が， から ),,,(~
121

2  xy ，

へと拡大され（augmented），欠損変数の条件

付き事後分布が， 
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と与えられる（データ拡大法）．すなわち，

欠損データの復元のためには，式 (15) と式 

(16) をギブズ・サンプラーに追加するだけで

よい． 

さらに，前項で述べた手法を地球統計モデ

ルに拡張する．今，式 (3) において，地点 i

における不動産価格 yi と，地点 j における l

番目の属性 xlj の両者が欠損していると仮定

する．このとき，パラメータ集合は， から
~

 



= (  , yi, xlj )  に拡大され，条件付き事後分布

が次式のように得られる． 

  21 ),(~ iiiiiiii Ny  
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こ こ で ， ix = (x1i ,…, xk–1i, 1 ) ，

});(),...,;(),;(),...,;({ 111
2   iniiiiii dddd c

， iiiii cc 1222 
  であり， ii  は，  

から i 番目の行と列を除いたもの， iy と iX

はそれぞれ yと Xから i 番目の行を除いたも

の， l は，から l 番目の行を除いたもので

あり，x–lj は，xj = (x1j,…, xk–1j, 1 )  から l 番目

の属性を除いたものである．  

さて，以上の議論では，欠損データに対す

る事前分布は考えなかった．したがって，暗

に事前分布として定数を仮定していたこと

となる．これに対して，本課題では，標本平

均l・分散l
2を用いて，xlj ~ N(l,l

2) という

正規分布を仮定した．このとき，条件付き事

後分布は，  
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で与えられる．式 (18) を用いた場合，もし

従属変数と l 番目の変数の相関関係が弱い，

すなわちl ~ 0 の場合，事前分布の平均と分

散が条件付き事後分布において支配的にな

る．逆に，従属変数と l 番目の変数の関係が

強ければ，事前の平均と分散の寄与分は低く

なる．したがって，l ~ 0 において，この定

式化は式 (17) より安定性を持つと考えられ

る．しかしながら，このような事前情報を導

入することで，説明変数の復元値が標本平均

方向にスムージングされるため，欠損値や係

数推定値にバイアスを生じさせる可能性も

ある． 

そこで本研究では，事前分布として空間情

報を用いることを試みる．これは，ある説明

変数 xljが欠損している場合，それが標本平均

に似ていると仮定するよりは，地理的に近接

した地点 i における観測説明変数 xliに似てい

ると考えるほうが自然であろうという考え

に基づく． 

具体的には，次式のような通常クリギング

予測値に基づく事前分布を用いる． 

  21 ),(~ ljjljljjlljllj vNx 


  1Xe   ; (19) 

ここで， l は定数項パラメータ，Xl–j は l 番

目の説明変数からなる 1n のベクトル Xl か

ら第 j 番目の成分を除いたもの，1–jは 1 から

なる 1n ベクトルから j 番目の要素を除いた

もの， });(),...,;(),;(),...,;({ 111
2   jnljjljjljlllj dddd e ，

jjl  は，説明変数 l に関する分散共分散行列

l から j 番目の行と列を除いたもの，

ljjjlljllljv ee 1222 
  ，l

2，l
2，l はそれぞ

れ説明変数 l に関するナゲット，パーチャ

ル・シル，レンジである． 

さて，今までの議論では，xl が連続として

きたが，ここでは離散，すなわち Q
ll  ,...,1 の

うちのいずれかの値をとると考えよう．この

とき，xljの条件付き事後分布は， q
l に次の値

を対応させ， 
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区間(0,1]を，(0, ]1
ljp , ( ]21

ljlj pp  ,… と区切り，

(0,1] における一様分布から乱数を発生させ

て，それが ],(
0

1

0  



 q

q
q
lj

q

q
q
lj pp に属したのなら

ば， q
lljx  を実現させればよい．また，式 

(19) に事前分布を導入する場合，分子と分母

の exp(  )を， )exp()(  q
lljxp  と，事前確率

)( q
lljxp  に比例する形で置き換えればよ

い． 
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