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研究成果の概要（和文）：結晶格子上を移動し相互作用する電子たちからなる量子多体系を正の温度下で解析し
た。系の諸物理量は量子統計力学の枠組みにそって定義される。電子間相互作用の強さを正に保ちつつ、低温領
域で多体電子系を厳密に解析することは今日の数理物理学において重要な研究課題である。許される相互作用の
強さの温度依存性を改良する目的において有効に機能するのが繰り込み群の方法である。本研究の主な成果は、
繰り込み群の方法を厳密に構成することにより絶対零度へ至る広い温度領域で相互作用する多体電子系の数理解
析が可能であることを示したことである。

研究成果の概要（英文）：In this research project I analyzed quantum many-body systems of electrons 
hopping and interacting on a crystalline lattice at positive temperature. Physical quantities of the
 systems are defined within the framework of quantum statistical mechanics. It is an important theme
 of today's mathematical physics to rigorously analyze many-electron systems in low temperatures by 
keeping the intensity of electrons' interaction positive. Renormalization group method is believed 
to be effective to improve the temperature-dependency of allowed magnitude of interaction. The main 
achievement of this research project is that mathematical analysis of interacting many-electron 
systems in wide temperatures regions down to zero-temperature was made possible by rigorous 
construction of renormalization group methods.    

研究分野：数理物理学、応用解析学
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１．研究開始当初の背景 
 
結晶格子上を移動し、相互作用する電子たち
からなる量子多体系を正の温度下で数学的
に解析することは比較的新しい研究テーマ
である。系の物理量は量子統計力学の枠組み
にそって定義されるが、2008 年に自由な共分
散行列の有界性定理が初めて作られ（[W. de 
Siqueira Pedra and M. Salmhofer, Commun. 
Math. Phys. 282(2008), 797--818]）、大分
配関数の系の体積に依らない明示的評価が
可能となった。筆者は 2009 年に系の厳密な
定式化の方法を提案し（[Y. Kashima, Rev. 
Math. Phys. 21(2009), 981--1044]）、前年
に作られた共分散行列の有界性定理と組み
合わせることで多体電子系の摂動論に明示
的な誤差評価を与えた。以降 2014 年の本研
究課題採択までその土台の上に厳密な解析
理論の構築を行っていた。それまでに作った
理論において本質的に改良が望まれる部分
は電子間相互作用の強さの温度依存性であ
った。温度依存性を改良することにより相互
作用する多体電子系を低温領域まで解析で
きるようになる。広いパラメター領域で模型
を厳密に解析することが当初（2014 年）の動
機であった。 
 
２．研究の目的 
 
結晶格子上を移動し、相互作用する多体電子
系を正の温度下で解析するために必要な厳
密な方法を開発することが目的であった。特
に物理現象の説明のために多体電子系の模
型を考察する物性物理学に対して厳密な結
果を提供することを念頭に置き、明解な方法
を作ることを目標とした。具体的には 2014
年までに作った枠組みの上に繰り込み群の
方法（マルチスケール解析）を新たに構築し、
相互作用の強さをゼロに減少させることな
く絶対零度に至る広い温度領域で模型を解
析することを目標とした。 
 
３．研究の方法 
 
数理解析の手法を駆使して研究することが
全般的な内容である。有限の空間格子を考え、
その上を移動し相互作用する電子たちから
なる系の全エネルギーを記述するハミルト
ニアンを模型として研究の核に置く。ハミル
トニアンはフェルミオンフォック空間上の
演算子として厳密な意味を持っている。特に
空間格子の有限性より、状態のヒルベルト空
間であるフェルミオンフォック空間は有限
次元である。温度を正として、大分配関数を
模型の相互作用項に関する冪級数として展
開する。各次の項は温度変数（虚時間変数）
に関する多重積分で表すことができるが、そ
の多重積分をリーマン和で置き換えたもの
は大分配関数の近似となる。実際離散化のメ
ッシュサイズを0に送るとそれは大分配関数

に相互作用の強さを決めるパラメター（結合
定数）に関して局所一様に収束することが証
明される。そのように導かれた大分配関数の
近似式は有限次元グラスマンガウシアン積
分として厳密に表すことができる。系の体積、
虚時間変数に関する積分の離散化のメッシ
ュサイズを固定して、有限次元グラスマン積
分表示を解析することが研究の主要な内容
である。なお有限次元グラスマン代数上の微
積分についてはすでに厳密な理論が作られ
ている（[J. Feldman, H. Knörrer and E. 
Trubowitz, CRM monograph series 16, AMS, 
2002])。グラスマン積分のパラメターに依ら
ない有界性を証明し、その後に各パラメター
を極限に送り（時間連続極限、無限体積極限、
絶対零度極限）、元々の模型における物理量
に関する厳密な結論に至ることが研究の基
本方針である。上で述べた通りグラスマン積
分の導出方法から時間連続極限の存在は自
然に従う。グラスマン積分表示の摂動級数の
各次の項を特徴付けることにより無限体積
極限の存在も示される。結合定数の大きさを
正に保ちつつ絶対零度極限を取ることは本
質的な問題となる。そこで必要となるのは温
度変数に関してグラスマン積分を精密に評
価することであり、その目的において繰り込
み群の方法が有効に機能する。 
 
４．研究成果 
 
得られた成果は発表論文にまとめられてい
る。発表論文は査読付き雑誌から出版された
ものが 2編、査読付き雑誌に投稿中のプレプ
リントが 2編であり、以下の 5欄に挙げられ
ている。それぞれの論文の内容について説明
する。 
 
[雑誌論文①]格子上で相互作用する多体電
子系を正の温度下で解析するとき、電子間の
結合定数が温度のある冪乗よりも小さいと
いう条件の下では相互作用項に関する摂動
論が有効である。しかしこの条件は低温で相
互作用する多体電子系においては厳しい制
限である。結合定数の温度依存性を改良する
ためには運動量空間における分散関係の零
点の周りでのマルチスケール解析（繰り込み
群の方法）が有力な方法と考えられている。
そこで本論文では、正の温度下での多体電子
系に対し、松原周波数上のマルチスケール展
開（紫外積分）と運動量空間におけるマルチ
スケール展開（赤外積分）を統一的に構成し、
一般的な設定でまとめた。これらの評価式を
平方格子上のハバードモデルに適用し、格子
点あたりの電子数の期待値が１であり
（half-filled）、格子の最小の四辺形あたり
の磁束がπであるような外部磁場が与えら
れているならば、系の自由エネルギー密度は
結合定数に関して温度に依存しない原点の
近傍において解析的であり、温度を 0にする
極限に一様に収束することを証明した。一方



で、平方格子上の half-filled のハバードモ
デルの自由エネルギー密度を外部磁場を変
化させて最小化する問題（flux phase 
problem）を考えた。自由エネルギー密度が
最小となるための十分条件は格子の最小の
四辺形あたりの磁束がπであることが E. 
Lieb によって 1994 年に証明されている（[E. 
H. Lieb, Flux phase of the half-filled band, 
Phys. Rev. Lett. 73 (1994), 2158]）。した
がって flux phase problem における最小自
由エネルギー密度の結合定数に関する温度
に依存しない原点の近傍での解析性と温度
を0にする極限への一様収束性が証明された
ことになる。筆者が知る限り、論文発表当時
空間2次元以上の非自明な多体電子系におい
て絶対零度まで結合定数に関する解析性が
証明されているのは蜂の巣格子上の
half-filled のハバードモデルのみであった
([A. Giuliani and V. Mastropietro, The 
two-dimensional Hubbard model on the 
honeycomb lattice, Commun. Math. Phys. 293 
(2010), 301--346])。本論文によってそれ以
外の模型の例が与えられたことになる。また
flux phase problem との関係と最小自由エネ
ルギー密度の解析性も初めて示された。本論
文の結論はこれらの系において弱い相互作
用によって引き起こされる相転移は絶対零
度まで存在しないことを意味し、それは物理
的にも非自明かつ興味深いことである。 
 
[雑誌論文②]本論文は雑誌論文①の続編で
ある。雑誌論文①では絶対零度極限の存在証
明に必要な補題を体系的に整理することを
焦点としていたため、同じ枠組み内で取り扱
うことのできるモデルの例は１つのみを挙
げている。本論文ではどのようなクラスの多
体電子系のモデルに対して自由エネルギー
密度の絶対零度極限の存在がいえるかを調
べた。その結果、空間次元、磁束の条件、相
互作用項に関して雑誌論文①の主定理を拡
張する定理を得た。具体的には、次元が 2以
上の超立方格子上のhalf-filledの多体電子
系において、相互作用項がいくつかの対称性
と有界性を満たし、市松模様状の外部磁場が
与えられているならば、系の自由エネルギー
密度は結合定数に関して原点の近傍で解析
的であり、無限体積・絶対零度極限へ一様に
収束する。これらの相互作用項に関する条件
と外部磁場に関する条件は、自由エネルギー
密度が一般次元の flux phase problem にお
ける最小自由エネルギー密度となるための
十分条件を含んでいる。したがって一般次元
の最小自由エネルギー密度についても同様
の解析性と無限体積・絶対零度極限への収束
性が成り立つ。本論文により、絶対零度まで
の結合定数に関する解析性が成り立つ非自
明なモデルの例が多く存在することが示さ
れた。 
 
[プレプリント①]本論文では低温超伝導の

微視的理論を構築した Bardeen、Cooper、
Schrieffer が提案したモデル（BCS モデル）
をグラスマン積分による定式化に基づいて
解析した。1957 年の BCS 理論の発表以降多く
のBCSモデルに関する数理物理的な論文が出
版されたが、正の温度下での自発的対称性の
破れとクーパー対長距離相関（非対角長距離
秩序）を元々の 4点のフェルミオン作用素か
らなる相互作用を持ったハミルトニアンか
ら証明している論文は意外と少ない。長い歴
史を持った理論ゆえ全文献を網羅してサー
ベイすることは困難だが、筆者の知る限り、
一般のBCSモデルで超伝導相関が厳密に証明
できるというコンセンサスはまだ無いよう
である。そこで本論文では複素数に拡張され
た外部磁場付きのBCSモデルにおいて正の温
度下で自発的対称性の破れと非対角長距離
秩序が起こるということを証明した。複素磁
場はギャップ方程式の性質を変え、通常の
BCS モデルではおこりえない高温、弱結合下
で超伝導相が現れることがわかった。多体問
題において外部磁場を複素数に拡張する取
り組みは BCS 理論以前に Lee と Yang が提案
して以来（[C. N. Yang and T. D. Lee, Phys. 
Rev. 87 (1952), 404--409, 410--419]）、数
理物理の重要なテーマである。最近の物理実
験（[X. Peng et al, Phys. Rev. Lett. 114 
(2015), 010601]）でスピン系における
Lee-Yang の零点が実験的に検知されており、
そこでは複素磁場付きのスピン系と同一視
できる実際の多体系を構成することが鍵と
なっている。したがって複素磁場付きの BCS
モデルの数学的な研究は、物理現象の理論的
予測とも考えられる。なお筆者の知る限り、
複素磁場下でBCSモデルを解析したのは本論
文が最初である。外部磁場を複素数に拡張す
ることにより複雑な構造をもった相転移が
現れることは興味深い。 
 
[プレプリント②] プレプリント①の結果に
よりギャップ方程式が正の解を持つような
パラメター領域で複素磁場付きのBCSモデル
は解析できることがわかったが、その理論に
おいて相互作用の強さの上限は温度と複素
磁場に著しく依存するという条件を課す必
要があった。特にその条件の下では相互作用
の強さを正に保ったまま高温から低温にい
たる温度領域で相図を描くことができない。
そこで本論文ではマルチスケール解析によ
り相互作用の温度と複素磁場への依存性を
改良した。結果として、複素磁場下のあるク
ラスのBCSモデルではいかなる低温において
も自発的対称性の破れと非対角長距離秩序
に特徴付けられた相転移が繰り返して起こ
ることが証明された。マルチスケール解析に
よってパラメター領域を拡張するためにハ
ミルトニアンの自由な項にいくつかの条件
を仮定することが必要となった。その条件を
満たす自由なハミルトニアンの具体例は、3
または 4次元の（超）立方格子上の最近接格



子点間を移動する自由電子モデルで化学ポ
テンシャルがある臨界値を取るもの、あるい
は蜂の巣格子上の最近接格子点間を移動す
る自由電子モデルで化学ポテンシャルが0で
あるものなどである。さらに明示的に求めら
れた自由エネルギー密度の温度と複素磁場
に関する正則性を調べ、この系で起きている
のは 2次の相転移であることを証明した。本
論文により、複素磁場下の BCS モデルにおい
てもマルチスケール解析（繰り込み群の方
法）が適用できることが示された。繰り込み
群が機能する模型のクラスがさらに広がっ
たことになる。 
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