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研究成果の概要（和文）：　一般の行列分解に対してアルゴリズムを構成し、カーネル関数を含むよう拡張する方法を
提案した。これにより、低ランク近似やオートエンコーダを含む、行列分解として表せる問題に対してのアルゴリズム
を開発することに成功した。いくつかの例題においては、既存手法より良い結果を示すことを明らかにした。
　また圧縮センシングにおけるL0, L1再構成条件を与える制限等長定数の新しい評価方法を提案した。レプリカ対称性
と呼ばれる統計力学的仮定の下で制限等長定数を評価した結果、既存の研究よりも精度のよいバウンドを与えた。さら
にレプリカ対称性の破れの考慮により精度が改善されることを示した。

研究成果の概要（英文）： We developed a matrix factorization algorithm that is applicable to the matrix 
factorization associated with kernel method. This algorithm can cover broad range of the matrix 
factorization problems. Our algorithm performs well in some problems compared with existing algorithms.
 We developed a method for evaluating restricted isometry constant (RIC) that is a key constant for the 
identification of the reconstruction condition of L0 and L1 method in compressed sensing. Under the 
replica symmetric assumption, we derived a tighter bound of RIC than previous results. Furthermore, we 
found that the consideration of the replica symmetry breaking improves the estimation of the bound.

研究分野：情報科学、統計力学
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１．研究開始当初の背景 

 

 ① 行列分解 

行列分解とは、特異値分解や LU 分解のよ
うに、与えられた行列を複数の行列の積とし
て表現する問題の総称である。近年は信号処
理における実用的要請から、様々な拘束条件
を課した行列分解問題が議論されている。例
えば、行列要素が全て非負という制約下での
行列分解は、スペクトル解析に応用されてい
る[M. W. Berry et al., Comput. Stat. Data Anal. 
(2006)]。また以下の②、③の問題も行列分解
問題として解釈することができる。 
 

② 低ランク近似 
行列分解を利用することで、行列として表

現したデータの近似表現を得ることができ
る。例えば、データ行列に対して特異値分解
を適用し、特異値の上位数個と対応する特異
ベクトルから行列を再構成することで、デー
タを近似する方法が挙げられる[Eckart and 
Young, Psychometrika (1936)]。これは低ランク
近似に対応し、データが冗長な場合は良い近
似となる [Markovsky, Springer (2012)]。しか
し、近似行列のランクと近似性能の関係性や、
低ランク近似に用いるアルゴリズムの性能
について、理論的研究は整備されていない。 

 
③ オートエンコーダ 
オートエンコーダとは、入力 X に対する中

間層出力を h = f(X)とし、さらに中間層出力
に対する出力を Y = g(h) = g(f(X))とし、出力
g(f(X))が入力 X に近付くように関数 f, gのパ
ラメータを設計したニューラルネットワー
クである。オートエンコーダを繋げた多層ニ
ューラルネットワークが画像認識において
優れた性能を示し、またオートエンコーダ自
体も言語学習などにおいて良い性能を示す
ため、オートエンコーダは大きな注目を集め
ている[Hinton et al., Neural Comput. (2006)]。
しかし理論的研究は今後の課題であり、性能
の理論的裏付けを得ることで更なる実用に
繋がると期待される。 
 

④ カーネル法 

何らかの規則性を引き出すことを目的に
実データに行列分解を適用する場合、データ
に対して線形性を仮定していることになる。
データに非線形性が存在する場合、この仮定
は適切でない。データの非線形性を考慮する
には、非線形写像Φをデータに適用して特徴
空間と呼ばれる空間にマップし、特徴空間上
でのデータ表現に対して線形解析を行う方
法が有効である。しかし適切な写像Φは一般
的には未知であるため、対称半正定値行列で
あるカーネル行列 K を定義し、K = ΦTΦとし
て写像Φを与える。これはカーネル法と呼ば
れ、機械学習の基本的手法である。 

 

⑤ 圧縮センシングにおける制限等長性 

対象とする信号がゼロ成分を多く持つと
いう性質をスパース性と呼ぶ。スパース性を
利用した効率的信号処理の枠組みである圧
縮センシングでは、対象とする信号がスパー
ス性を持つという事前知識を利用して、少な
い観測からデータを復元する。よって従来手
法よりも少ない観測数からデータを復元で
きるため、様々な問題に応用されている。 

線形変換として観測を表現した際、復元に
おいて利用される L0, L1 再構成法の完全復
元条件を与えるのが制限等長性である。制限
等長性は制限等長定数と呼ばれる、観測行列
から構成した小行列の最小・最大固有値から
決まる定数により特徴づけられる。制限等長
定数の評価はこれまで大偏差理論を用いて
行われてきたが、実際の値とは大きくずれて
いるのが現状である。 

 

⑥ 研究代表者の研究背景 

研究代表者は行列分解問題の一つである
dictionary learning (DL)について研究してきた。
既存研究では、発見法的にアルゴリズムを構
成し、その性能を実験的に評価する方策がと
られてきたが、申請者は統計力学の方法に基
づき理論的性能評価を可能にする枠組みを
与えた。その結果、DL の典型性能を評価す
ることに成功した。 
 この DL における研究経験から、一般の行
列分解問題に対して同様の研究を発展させ
ることが可能であると確信した。更に低ラン
ク近似とオートエンコーダ、カーネル法の間
に共有される背景を合わせると、近年の情報
科学における話題を包含する研究が展開で
きると考えた。この着眼点に基づく理論研究
を行うことは、工学的応用に対する基礎理論
を発展させ、実用的アルゴリズムの開発に繋
がると考え、本研究計画の着想に至った。 

 

２．研究の目的 

 

① 行列分解問題について、統計力学的アプ
ローチにより統一的理論を構成し、物理的描
像を明らかにすることを目標とする。そして
行列分解とカーネル法を組み合わせた非線
形行列分解を提案し、オートエンコーダの性
能解析に応用する。様々な行列分解問題に適
用可能なアルゴリズムを開発することで、情
報科学における様々な問題群の統一的な理
解につなげる。 

 

② 既存の制限等長定数評価手法より精度の
良い手法を開発する。制限等長定数を精度よ
く見積もることは、L0, L1 再構成可能領域を
精度よく予測できることにつながる。このこ
とは、実用に耐えうる観測・再構成のパラメ
ータ領域を特定する指針となるため、重要な
研究課題である。 

 

３．研究の方法 

 



① Belief Propagationアルゴリズムの構成 
Belief propagationアルゴリズムとは、確率

的推定を近似的に行う手法である。一般に、
多体相互作用系において一変数の一体分布
関数を近似的に導出する。その近似方法は、
系のグラフ構造を局所的にツリー構造とし
て近似したことに対応しているため、系が多
くのループ構造を含む場合、厳密な答えは得
られない。しかし近似としては有用であり、
実際に様々な推定問題において使われてい
る。そこで行列分解問題に対して belief 
propagationアルゴリズムを構成して解析を行
う。 
 
② レプリカ法に基づく解析 
 レプリカ法とは、系が持つランダムネスを
統計処理する際に用いられる手法である。も
ともとはランダムネスを持つ磁性体模型で
あるスピングラスにおいて開発された手法
であったが、その数学的類似性から、近年は
情報科学の問題に対して応用されている。 
 制限等長定数評価においても、観測行列に
ついてランダムネスが存在するため、典型性
能を評価する上でレプリカ法が有用である
と考えられる。またレプリカ法は、現象の相
転移構造を反映しているため、物理的な理解
を得るうえでも有用である。 
 
４．研究成果 
 
① 行列分解アルゴリズムの提案 
 一般の行列分解に対して Belief propagation
アルゴリズムを構成し、さらにカーネル関数
を含む場合に拡張する方法を提案した。これ
により、低ランク近似やオートエンコーダを
含む、行列分解として表せる問題に対しての
アルゴリズムを提案することに成功した。い
くつかの例題においては、既存手法より良い
結果を示すことを明らかにした。カーネル法
を組み合わせることで、より複雑な構造を持
つデータに対しても適用可能なアルゴリズ
ムを提案することができたと考える。 
 以上の研究内容の一部は、雑誌論文②にま
とめられている。また学会発表①－④、⑩に
おいて研究報告を行った。 
 
② 制限等長定数の評価 
 制限等長定数評価において問題となるの
は、最大・最小固有値の解析的な取り扱いで
ある。この困難が統計力学的手法により解消
されることに着目し、制限等長定数評価の新
しい枠組みを提案することに成功した。 
 まずはレプリカ対称性と呼ばれる統計力
学的仮定の下で制限等長定数を評価した。そ
の結果、既存の研究よりも精度のよいバウン
ドを与えた。ここまでの研究結果をまとめた
論文は、平成 27 年に開催された国際会議
「IEEE International Symposium on Information 
Theory」に採択され、香港にて発表を行った
(雑誌論文①、学会発表⑤－⑦)。 

 更にレプリカ対称性の破れ(RSB)を考慮し
た解析を行った。一般的に、RSBを考慮する
ことでバウンド評価がより精密になると考
えられる。制限等長定数を評価するためには、
ランダム行列から生成した小行列の最小・最
大固有値を評価することが必要である。RSB
には、主に「1 step RSB」と「Full step RSB」
と呼ばれるものが存在するが、ガウス型ラン
ダム行列については、最小固有値評価におい
ては 1 step RSBが、最大固有値評価において
はFull step RSBが起こることが明らかとなっ
た。1 step RSB、Full step RSBは異なる物理的
背景に基づく相転移であり、本研究は最小・
最大固有値の評価がそれぞれ異なる相転移
描像を持つことを指摘し、その違いを考慮し
たうえで制限等長定数を評価することが重
要であることを示した。以上の研究成果は、
論文として執筆中であり、また学会発表⑧、
⑨において報告した。 
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