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研究成果の概要（和文）：1. レベル・ゼロ表現のギャラリー模型: 量子アフィン展開環のレベル・ゼロ端ウェイト加
群の結晶基底に対する実現を与えるギャラリー模型を導入した。
2. 中心電荷24の正則VOAの構成・分類: 宮本の（位数3）軌道体構成法をNiemeier格子VOAに適用して得られる中心電荷
24の正則VOAの分類を与えた。

研究成果の概要（英文）：1. A gallery model for level-zero representations: We introduce a gallery model 
for crystal bases of level-zero extremal weight modules over quantum affine algebras.
2. Construction and classification of holomorphic VOA of central charge 24: We classify holomorphic VOAs 
of central charge 24 obtained by applying Miyamoto's $¥mathbb{Z}_3$-orbifold construction.

研究分野： 量子アフィン展開環の表現論

キーワード： 量子アフィン展開環　半無限Bruhatグラフ

  ２版
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１． 研究開始当初の背景 
（１）量子群の表現論と結晶基底について： 
 量子群は可解格子模型の研究において対
称化可能な Kac-Moody Lie 環の普遍展開環の
q-類似として Drinfeld と神保によって独立
に導入された非可換かつ非余可換な Hopf 代
数である。また Lusztig は Ringel による有
限体上の箙の表現論を用いた量子群の構成
法を幾何学的に拡張して標準基底と呼ばれ
る良い性質を満たす基底を発見した。一方、
柏原は量子群やその表現のパラメータ q→0
における極限を考察し、そこで組合せ論的に
良い振る舞いをする結晶基底と呼ばれる基
底を発見した。結晶基底は標準基底の q→0
の特殊化として得られるという意味でこれ
らの基底は互いに密接に関係している。柏原
は結晶基底とその上に作用する柏原作用素
に関する組合せ論的性質を抽象化した柏原
結晶の概念を導入した。 
これらの基底の理論は代数群・Lie 環の表

現論において新たな視点を提供するととも
に、可積分系などへの重要な応用を与える。
特に、結晶基底は量子群の表現論と組合せ論
とを密接に結びつけ、例えば対称群や一般線
形群の表現論に現れるYoung図形の組合せ論
的構造に柏原結晶の構造が入ることが分か
り、対応する一般線形群の表現の結晶基底と
柏原結晶として同型になることが分かる。 
 以上のような背景もあり、結晶基底の発見
以来、結晶基底を持つ量子群の表現の構造を
調べたり他分野に応用したりするために、ま
ずその結晶基底の構造をYoung図形のような
組合せ論的構造を利用して明示的に実現す
ることが基本的な問題の一つとなった。 
 
（２）Lakshmibai-Seshadri パス模型につい
て： 
 量子群の可積分最高ウェイト加群は結晶
基底を持つ最も基本的な表現である。
Littelmann は Lakshmibai-Seshadri（LS）パ
スとそれに作用するルート作用素を導入し、
LS パスの集合の上にルート作用素を柏原作
用素とする柏原結晶の構造を定義した。また
柏原と Joseph はそれが可積分最高ウェイト
加群の結晶基底と柏原結晶として同型にな
ることを独立に証明した。LS パスは対称化可
能なKac-Moody Lie環のWeyl群の元のBruhat
半順序に関する減少列であってある組合せ
論的な条件を満たすものとして定義される。
従って上記の結果は可積分最高ウェイト加
群の結晶基底が Weyl 群の組合せ論的構造を
用いて明示的に実現されることを意味する。 
 
（３）量子アフィン展開環のレベル・ゼロ表
現論について： 
 アフィンLie環とはアフィン型ルート系に
付随する Kac-Moody Lie 環である。これは有
限次元複素半単純Lie環に値をとるループ代
数の中心拡大として明示的に構成される無
限次元の Lie 環であり、2 次元共形場理論な

どの可積分系において重要な役割を果たす。
アフィンLie環に付随する量子群を量子アフ
ィン展開環と呼ぶ。 
 量子アフィン展開環のレベル・ゼロ表現論
とは量子アフィン展開環の商代数である量
子ループ代数（ループ代数に付随する量子
群）の作用を経由するような表現のことであ
る。特に量子アフィン展開環の有限次元表現
はこのクラスに属し、可積分系との関係から
幅広く研究されている。有限次元のレベル・
ゼロ表現の中でレベル・ゼロ基本表現、及び
それらのテンソル積の形をした表現が最も
基本的であり、これらは結晶基底を持つこと
が知られている。また、レベル・ゼロ端ウェ
イト加群（又は大域的 Weyl 加群、普遍的標
準加群）と呼ばれる無限次元の可積分加群は
結晶基底を持ち、有限次元レベル・ゼロ表現
を調べる上で重要な役割を果たす。 
 
（４）LS パス模型、LS ギャラリー模型、
Mirkovic-Vilonen サ イ ク ル 、
Mirkovic-Vilonen 多面体について： 
複素簡約代数群（複素簡約 Lie 環）の（有

限次元）表現論とアフィン Grassmann 多様体
の幾何学とを結びつける幾何学的佐武対応
の組合せ論的な精密化として、アフィン
Grassmann 多様体の中の Mirkovic-Vilonen
（MV）サイクルと呼ばれる代数的サイクルに
よる有限次元既約表現の結晶基底に対する
幾何学的な実現が得られる。また、アフィン
Grassmann 多様体への極大トーラス（の実型）
の Hamilton 的作用に関する MVサイクルのモ
ーメント凸多面体を MV 多面体と呼び、これ
らも結晶基底に対する組合せ論的な実現を
与える。Littelmann らは LS パス模型を変形
した LS ギャラリー模型を導入し、それを経
由することによって、LS パス模型とアフィン
Grassmann 多様体の幾何学的構造との関係を
記述し、結果として LS パス模型と MV サイク
ル（MV 多面体）との間の柏原結晶としての同
型対応を与えた。 
 
２．研究の目的 
（１）量子アフィン展開環のレベル・ゼロ端
ウェイト加群やレベル・ゼロ基本表現などの
基本的なレベル・ゼロ表現の結晶基底を組合
せ論的に実現することを目的とする。特に、
Littelmann の LS パス模型は一般にはレベ
ル・ゼロ表現の結晶基底とは柏原結晶として
同型にはならないことが知られているので、
LS パス模型に替わる新たな実現方法を与え
ることを目的とする。 
 
（２）レベル・ゼロ表現の結晶基底の組合せ
論的な実現が得られたとして、その背後にあ
る幾何学的構造を解明することを目的とす
る。特に、幾何学的佐武対応の類似の対応を
考察し、レベル・ゼロ表現論において MV サ
イクル・多面体の理論を構築することによっ
て、幾何学的背景に対する説明を与えたい。 



３．研究の方法 
（１）研究集会などに参加し、関連する研究
の情報収集を行うとともに、関係する研究分
野の研究者と議論を行う。また、得られた研
究結果を研究集会で発表する。 
 
（２）他の研究機関へ出張し、関連する研究
者や共同研究者と議論を行い、問題点やアイ
ディアを共有するなど研究内容を整理する
とともに、理解を深める。 
 
（３）関連する研究分野やその周辺の分野に
関する書籍を購入し、情報収集を行う。そし
て、新たに得られた知識を研究に活用し発展
させる。 
 
４．研究成果 
（１）量子アフィン展開環のレベル・ゼロ端
ウェイト加群の結晶基底の実現（雑誌論文①, 
学会発表①, ②）： 
 LenartはA型の量子アフィン展開環のレベ
ル・ゼロ基本表現のテンソル積の次数付指標
がMacdonald多項式を特殊化したものに一致
することを示した。そこでは付随する結晶基
底を量子 Bruhat グラフから構成されるある
組合せ論的構造に対応させることが重要な
役割を果たしている。ここで量子 Bruhat グ
ラフとは有限 Weyl 群に付随する Bruhat グラ
フを拡張した有向グラフであり、旗多様体の
（小さい）量子コホモロジー環の環構造に現
れる組合せ論的構造を抽出することによっ
てBrentiらによって導入されたものである。
上記の Lenart による対応は LSパス模型によ
る結晶基底の実現に類似しており、レベル・
ゼロ表現に対する LS パス模型の理論の拡張
の存在を示唆するものである。 
 雑誌論文①では、量子 Bruhat グラフのア
フィン Weyl 群への拡張である半無限 Bruhat
グラフを用いて、LS パス模型の拡張である半
無限 LS パス模型を導入し、それが量子アフ
ィン展開環の端ウェイト加群の結晶基底を
実現することを示した。半無限 LS パスはア
フィン Weyl 群の元の半無限 Bruhat 半順序に
関する減少列であってある組合せ論的な条
件を満たすものとして定義される。従って上
記の結果は端ウェイト加群の結晶基底がア
フィン Weyl 群の組合せ論的構造を用いて明
示的に実現されることを意味する。 
 
（２）半無限 LS ギャラリー模型について（学
会発表④,⑤）： 
 LS パス模型が LS ギャラリー模型を経由す
ることによって MV サイクルと対応していた
ように、半無限 LS パス模型に対する幾何学
的な対応物を考察する目的で、LS ギャラリー
模型の拡張として半無限 LS ギャラリー模型
を導入した。これは半無限 LS パス模型を変
形したものであり、これらも結晶基底の組合
せ論的実現を与えるものである。また、半無
限 LS ギャラリー模型に作用するルート作用

素は二重アフィン Weyl 群の作用を用いて記
述される。 
 LS ギャラリー模型における議論と同様に
考察すると、半無限 LS ギャラリー模型にお
いてアフィンGrassmann多様体の役割を演じ
る幾何学的対象は Feigin-Frenkel によって
導入された半無限旗多様体であることが分
かる。そして MV サイクルの類似物を半無限
旗多様体の中に導入することができる。それ
らの詳しい性質を調べることは今後の課題
である。 
 
（３）Z3-軌道体構成法の応用について（雑誌
論文②）： 
 モンスター単純群をその自己同型群に持
つムーンシャイン頂点作用素代数（VOA）を
含むクラスに中心電荷 24の正則 VOAがある。
このクラスに属するVOAの分類問題は未解決
でありVOAの構造論における基本的な問題の
一つとなっている。宮本による Z3-軌道体構
成法によりNiemeier格子(VOA)とその上の位
数3の自己同型であってある条件を満たすも
のから中心電荷 24の正則 VOAが構成される。
そこで Z3-軌道体構成法が適用できるような
Niemeier 格子の自己同型を全て分類し、実際
に Z3-軌道体構成法を適用して得られる VOA
を調べ、付随する Lie 環構造を全て求めた。 
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